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Vorrede. 

jfxlle hier folgenden Kapitel sind aus einzelen um- 
stäudiichen Untersuchungen genommen , die ich in 
8#»hr verschiedenen, zum Theil sehr weit von ein- 
ander entfernten Zeiten angestellt hatte; daher z. ß, 
im Anfange des letzten hapitels einige Erklärungen 
wiederhalt vorliommen, die auch in früheren Kapi- 
teln schon gegeben waren. Obgleich ich bei der Cor- 
rectur es allerdings bemerkte, dafs einige Zeilen er- 
spart werden könnten: so mufste ich doch furchten, 
durch solche Umänderung neuen Aufenthalt im Drucke 
zu verursachen, der überdies durch die Entfernung 
^e% Druckortes sehr verzögert wird. Hiermit wird 
freilich eingestanden, dafs ich auch das Druckfertig- 
macben nur nach und nach für einzele Kspitel vor- 
genommen habe! — Ich vermag es nun einmal nicht 
über mich, dieser Öden Arbeit mich hinzugeben, bis 
ich durch den bereits angefangenen Druck daiu ge- 
zwungen bin. 

Mag ich immerhin mir selbst es eingestehen müs- 
sen , dafs ich eine gewisse Heiterkeit und Stärke dos 
Qdk^\t% in meinem Alter hauptsächlich der Achtung 
und Zuneigung zu verdanken habe, deren mich 
meine Umgebungen zu würdigen scheinen : so Uin 
ich es doch deutlich mir bewufst, dafs die vielen 
Eigenthiimlichkeiten dieses Lehrbuches nicht a^is 
Ruhmsucht, oder ein^r jetzt so gewöhnlichen, mir 
selbst sehr verhafsten Neuerungsucht entstanden siad; 
sondern weil ich hoffte, zum gröfsten Theil auch 
durch Erfahrung davon überzeugt war, dafs Anfän- 
gern vof> gehörigen Geisteskräften*) die Erlernung 
des höhern Calculs dadurch erleichtert, auch das 
System' dieses Calculs in einigen wesentlichen Stü- 
cken berichtigt, und hie und da vielleicht beachtungs- 
werth erweitert seyn werde. 



*5 Von gehörigen GeisteskrSften ! -r- Rechnenmaschinen 
und GedärhtnifsKränier sollte mau zur höhern Mathema- 
tik, besonders wo deren praktische Anyvendung haupt- 
sächlich beabsichtigr wird, ^är nicht zulassen. Auch 
das Ende dieses Blattes verhindert mich , öffentliche ßei- 
!^iele darüber zur Warnung auszustellen. 



IV 

Obgleich ich in der Vorrede zum ersten Bande 
es anders bestimmt hatte« so hat es doch nachher 
mir schiciciicher geschienen« diesen Deschlufs der 
Differentialrechnung zuvörderst folgen zu lassen. Die 
noch rückständige Integralrechnung soll mehr als ein 
Alphabet nicht einnehmen« und wird« wo nicht zur 
nächsten Ostermesse selbst« doch gegen ihre Versend- 
ungszeit hoffentlich abgedruckt seyn. 

Freyberg, im December 1825- 
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Neunzehntes Capiteh 

Anwtndung der Differentialquotienten, um den 
J^erth einer gebrochenen Function - zu findeUf 

wo sie ihn als =- unbestimmt läfst. 



S die Summe jeder geoisetriscben Reihe voo n Gliedern 
bedeutet, deren erstes Glied ~a und deren Exponent 

ne ist, 80 hat man auch - rr i + c-f-e*. .. -f-e^^S 
folglich auch (e— 1). -= \J;_^l.e*~e^...— T»-« 



mufs also S n a. 



e 



seyÄ, 



$. s. Allerdinga M^Ird auch dieser Formel gemSfa 
die Summe einer jeden geometrischen Reihe aus ih- 
rem ersten Gliede, ihrem Exponenten und ihrer Glie- 
deranzabl niemals unrichtig angegeben; aber unbe- 
B.timmend mufs diese Angabe für emi sich darstel- 
len. Die Formel gibt dafür S— a,- ~ a- , und 

1 — 1- o 

vermag dafür, wenn man ihr e mit einem Male r=:t 
setzt, etwas bestimmteres nicht anzugeben, weil sie 
ihre obige Entstehung einer MuUiplicirung durch 
e— -1 dergestalt zu verdanken hat» dafs man scbcjfn 

1 



2 ' Cap.XIX. Jnwend. der Differential' 

bei jener Entstebiing darcbans nicbts andere ala 

^^ 

,8~ — wurde erzeugt baben , wenn man dort acbon 
^ o 

darcb e— i no moltiplicirt hStte. 

§. 3« Da es bei dieser Formel vor Augen liegt» 
daf^ sich ihr e<^— *i durch e — i mnb dividiren ^is- 
^sen, so roufs man sie dadurch des Factors e — i» 
durch welchen jhre Unbestimmtheit für eznt 
veranlaTst wird, allerdings entledigen kön- 
nen. Man würde dadurch 

^~^ — e»-* I ^n-ft j. e«-» 4- 1 

e — 1 • ' * 

also Si±a(e«»-? + e«-* + c«-« ... + i) finden, 

welches nun auch für e=ii den Werth 

SzzaCi-^i-}-! ...-I-O^a.n. 1 ganz bestimmt angibt» 

§. 4« Indessen sehen wir uns hierdurch i)wiederum 
auf den Ausdruck Sir:a(i -j-e-J- «*••♦ + ©'*"'*) »urück 
geworfen , statt dessen wir doch eine, zur Berechnung 
der Summe bequemere Fortoel gesucht hatten; ferner 
ist. s) die Division etwas mühsam. In dieser letzten 
Hinsicht würden wir daher schon nach dem vorigen 
Capitel die Differentialquotienten zur Ersparung der 
mühsamen Division benutzen, wie wir es auch dort 
in $♦ 5« schon ausgeführt haben. Dann werden wir 
nicht erst wieder auf die erste Reihe für S zturück- 
geworfen t sondern wir erhalten sogleich ihren Werth 
für e~if um welchen es uns nur zu thun ist. 

Da es aber 3) gar hSufig der Fall seyn wird, data 
uns der Factor, durch welchen dergleichen Unbe- 
stimmtheit veranlafst wird, noch gar nicht bekannt 
ist, auch wohl deren mehre im Zähler und Nenner 
der gebrochenen Function vorkommen können: so 
wird es rathsam seyn, die hier eintretende Benutzung 
der Differentialquotienten auf andere Weise darzulegen» 



quotienten auf i^ ~ — ~ ? 3 

Z 

0« 5* In einem vorgegebnen ^ sey sowohl Z als 

N eine Function von x. Nicht nar, wenn für x=ia 

Z A 

die 1^ ein solches n ^ angibt , in welchem A and B 

endliche Oröfsen sind , sondern auch wenn sie rr ^ 

15 

= o oder = ~ = A. 00 angibt : so wiren diese Wer* 

o 

the völlig bestimmt. 

Wenn aber für x~a ein |^ rz - sich ergibt: sp 

entsteht die Frage nach dem Werthe dieses - * wel- 

o 

ches für uns durchaus nichts bestimmend sejn 

und bleiben würde, wenn wir von diesen NuUen 

nichts weiteres erfahren könnten, als dafs jede für 

sich genommen ein Nichts sey. (Eines noch andern 



unbestimmten Werthes zz — » werden wir nachher 

OO 

besonders erwähnen.) ^ 

§* 6. Da wir aber schon wissen, wie wir für 

die genauen Differentialquotienten — ; ^-~p : -r~^ und 

s. w.i obgleich sie ebenfalls ziz— geworden sind, und 

geworden seyn müssen, durch ein gehöriges Verfah- 
ren, mit einer stetigen Befriedigung auf ihre bei- 
stimmten Werthe zu schliefsen vermögen: so werden 
wir die Erwartung fassen, vielleicht durch eben diese 

Methode auch für jedes :ir^ ~ ~ das Ziel zu erreichen» 

' N o 

dessen Zähler und Nenner wir zu differenziiren wissen. 

Einige der grölsten und berühmtesten Lehrer, 
wie Euler» Lagrange und Lacroix haben es für 

1 "* 



4 ' Cap. XJXt Jnwerid. der JDifferentiaU 

'wesentlich unmöglich erklärt, vermitteUt der gewöhn- 
liehen Differentialien (oder Fonctions deriveea) den 

s 

bettimmteii Werth s. B. der Function -^^ i— für 

xrra zu finden; weil man hier vermittelat der ersten 

Differentialien 9 wiederum ein r: — • durch die awei- 

o 

ten und alle höheren aber immerfort ein ~ — er- 



o 
hält» Welches eben so unbestimmt als - ist. Andere 

o 

derselben, wie Karsten, Kästner, Fasquich ha« 

ben ein Verfahren angerathen , welches sogleich bei 

dei^ so eben angeführten leichten Beispiele in einem 

Cirkel umher führen würde. 

Obgleich ich einen Lehrsatz würde aufzustellen 
wissen, der uns allgemeine Hülfe leisten könnte: so 
halte ich doch für ratbsamer, dafs wir un-s die sämmt. 
liehen Fälle der Untersuchung in zwei Klassen zer- 
theilt vorstellen. ' 



Ijehrsatz^ 

$. 7. Wenn Z und N Functionen des x sind, 

welche r= rz— geben für xna; so mufs I) entweder 
t N o ** 

, dZtdx , ^ ddZ:dx* ■ , dsz.-dx^ 

"^ dNTdi ^^"' ^^ ddNTSi^ ^^'^ 3) a^NTTx^ ""^ •• 

W*f in diesen Ausdrücken jedes xrra gesetzt, die Wer- 

the jenes — bestimmend seyn, je nachdem entweder nur 

einer odernurs, odernur3, u.s. w. solche Factoren, 
welche durch x~a sich vernnllen, sowohl im Zähler 
Z als im Nenner N .stecken, obgleich übrigens bald 
Z bald N dergleichen Factor noch öfter enthalten mag. 



quotunten auf ^r. ir — ~ " 5 

'dZ t dx*' 
Sollte aber II)darch dieses Verfahren fedet ^'. — 

'dN:dx» 

für X — a fernerhin rn - oder ~ — sich ereehen. ao 

o OO *^ 

würden wir den beatimmten Wertb dieses — oder 

o 

~ ebenfalls vermitreist der gewöhnlichen Differenz 

lialquoti^iiten durch den bestimmten Werth der 
Stammfiröröe su finden wissen. 



B e IV • i a f ü r I. 

» 

§ g. Wenn Z und JK Keine andere als rationale 

und ganze Fttnctionen des x sind , so Icann aus ihrer 

Vernullung durch xzra gefolgert werden, dafs 

ZnZ' (x — a). und NrrN' (x — a) seyn, , nämlich Z 

sowohl als N, den Factor (x— »a) wenigstens einmal 

Z N 

enthalten mufs; indem Z* — — — » und N' n 



X — a X — • 

bedeutend« auch diese V und N' wiederum keine an« 
dere als rationale und ganze Functionen des ?t seyn 
können , falls sie .überhau|it noch x enthaltend sind« 

i) Aus Zi=:Z\(x — a) folgt der DifFerentialquotieht 

— rz Z' 4- (x — a) -T- fiir «11« Werthe des verSndef ^ * 
clx ' dx 



xzr a xrra 



liehen x, also auch t- n Z' 4- (x — a). -t— für 

dx ' ^ dx 

den -einzelen Werth x~a. 

Da nun x^— amo seyn mufs für xna, und auch 

dZ* 
o. -7- ZZo seyn mufs, weil d^r Ditterentialquoti^nt 

einer rationa>en und ganzen Function Z' für keinen 
Werth a seines x etwas unendlich Grofses geben kann» 



6 Cap.XIX. Jnwend.der Differential' 

ifXls nicht a seihet ~OC gegehen wird': so 

xrra 
dZ xrra 

bat man 7- =r Z' . Und da sich auf dieselbe Weise * 
dx 

x~a . __ 

^jg X — a 

auch T— ~ N' ergiebt: so haben wir 
dx ° 

X — a xrra 

(^^0 = ©' welches «mn, da es 
xiza 

= ( Tcr' r ~ N 1 l«t» einen besdmmten Wcrth des 
\N: (x — a)y 

x=a 

Z 

=r ergeben mufs , falls nicht 

fi) Z sowohl als N den Factor x—a wenigstens 
fi mal enthält. In diesem Falle bähen wir 
. Z=:Z''(x — a)* und Nr:N''(x— a)* 

also ^ = Z-. i2(x-a) + (x-a)-^ 

ddZ «„ . . V dZ" . , ,, ddZ" 

X rr a xüra ,_^ 

also f j-i J n fiZ" ; eben so auch f -^ J — 2N'» 

''•° (dl^) = ^)- -'^" "" ^- 

Z N 

Z" — und N" zz 5 TT ißt, einen bestimmten 

(x — a)^ (x — a)* 

x = a 

(Zn * 

- j geben mufs ; es sey denn , dafs 

3) Z sowohl als N den Factor x—a wenigstens 
3 mal enthält. In diesem Falle aber können wir 
Z:=:Z'''(x — a)^ und N = N'"(x — a)3 ansetzen; wo- 
durch sich ergibt, dafs nunmehr nicht nur die ersten. 



4. > Z o -. 

quotienten auf ^ ZI — ~ « 7 

sondern auch die «weiten Differentialquotientep für 
x=:a sich durchaus vernuUen müssen. Die dritten 
aber geben uns 

xcr a X r: a » 

N 

und N'"rz; rr ist, einen bestimmten Werth «e« 

(X— a)3 » 

ben mufs, es sey denn, dars sowohl Z als N den Fac- 
tor X-— a wenigstens 4 mal enthalten, in welchem 

Falle wir wiederum iz- erhalten, und dasselbe Ver- 

o 

fahren fernerhin fortseuen mufsten* 



Anmerjiungt. 

%. g. Bei der Anwendung auf die folgenden Bei- 
spiele ergiebt es sich von selbst, dafs/man nicht im 
voraus darüber gewifs zu seyn braucht, ob man x— a, 
oder (x— a)^ , oder (x— a)^ und s. w* als gemeinschafit* 
liehen Factor des Z und N vorauszusetzen habe :. son- 
dern man findet, darum unbekümmert, zuvörderst die 
ersten .Diffecentialquotienten; und wenn diese wie- 
derum ~ — für xz=a geben, so findet man die zwei- 
ten, u.s^w. bis man nicht ferner ZZ-f sondern ent« 

o 

weder.— ^ oder irs-~o oder ~- ~ OO findet, 
i> x> o 

welches letztere auch ein bestimmter Werth ist ($; 5)» 

£iA rr —^ kann sich für den hier nur erwiesenen 

00 

Tbeil des Lehrsatzes, bei welchem nämlich Z und N 
keine andere als ganze rationale Functionen des x 
sind, niemals ergeben. 



Q Cap^.XIX. Jnwmd, der JDiffkrerUial' 

Anmerkung 3* 

0. 10. Nicht nnr für alle hier folgenden Bespiele* 
sondern auch für den ganzen Lehrsatz hitte ich frei- 

„^ az.dx . dZ ddZ:dx» ^ dd? 

lieh fltatt ^^ j - auch ^fS • »'«" " jjm ^ " a *"^^ XilS 
dN:dx dN ddN:dx^ ddN 

tchreiben liönnen« ohna dadurch eigentlich unrichtig^ 

zu werden; indessen ist es ratluamer« auch hier an * 

die Differentialqttotienten sich deutlich za halten ; wie 

ea auch aus unserer Ansicht des Verfahrena am £nde 

^ses Capitels sich ergeben wird* 

BiispUte für I) des Lehrsatzes $»7» 

§. 11. I) ^v = — 3 gibt rr -für xm; man 

▼erlangt den Wertli diese» - -za bestiminen. 

Da Tssr-y- — ^ — ^ 4 --- lat, alle auch 
dM t dx 8x^ 

x~i 

VdN:dx> 8 4 

beatimmter Werth ist; fo ist das Verlangte hlemit ge- 

fanden. Zugleich ersieht man aus diesem "n -t. daf« 

das angegebene t? den Factor x-^i nur einmal im 

ZUhler and Nenner enthSit 

Z x^-^ax3 + t o ^^ ^_ ^^ 

^ N 3x^—3 ^ o 

dZrdx _ 6x»~6x* 
dN:dx ~ lax^ 

x = i 

* Da nun C^-^^ = — gibt: so ist dies wiede- 
VdN:dxy 12 ° 

nim sogleich ein sehr bestimmter Werth no. Daa o 



quotimten auf ^^ :± - — ? 9 

de» ZlhUrs beweiset übrigens dafa Z den Factor x— *-i 
wenigateiis s mal enthält« 

,,; Z x'»— .x^ — ax^4-ox' + x-i .. d 

N x'* — ax-^ + i ® o 

fiur xni. . 

dt!J:dx 4x^ — 4x 

wiederum =- gibt für xr!:=i| so ist dadurch schon 

o 

gewifs, dafa der Factor x— 't im Z and N wenig« 
atens s mal steckt. 

-, . ddZ:dx* 80x^«*»iflx* — 19X + 4 
ddN:dx^ li^x— 4 

ZT - gibt» für x~i : so haben wir hiemit daa obige 


- =:: ^, also gans bestimmt =0 gefanden« 

Anmerkung^ 

$. 19. Aus dem in §. Q, von mir angegebenen 

Beweise folgt eigentlich; 

X zr Ä xzza x zu z x ~ a ' 

ddZ : dx^ _ 1 . 2 . Z" 



^Al : dx\ _ /*! . l'\ - 



ddN:dx^ — 1 . a . N" • 
auch ».den Beweisgang ferner verfolgt: 
X ~ a X ~ a 

j^^T ■ V - ^ IT rnn t «• •• w. Begreiflich 

d^ N : dx^ 1 • a • 3 N"' - ^ 

können nicht ^ nur die Factoren \ . 2 oder 1 . 2 • 3« 

u* 8. w* weggelassen werden , wo sie im Zähler und 

Nenner vorkommen ; sondern auch bei der einzelnen 



:a x rr a ^ 



Vergleichung ddZ : dx^ n i«a*Z" würde man noch 
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grölaeiirichtig n Z" schreiben Können, wenn eich 
Ana 

Z'* ZZ o ergibt; wie es bei dem Z dei vorigea Illten 
Beispiele«, a = i gesetzt, noch der Fall ist. Da lich 
aber bei diesem Z das d^Z : dx^iz 6ox^«-^S4x<^ 12, 
für X n 1 nicht mehr ZT o sondern zzz fi4 ergibt, ao 

xrz 1 X ~ 1 

wird man hier d^ Z : dx^ r: s • 3 • Z'*^ achreiben , die 

Factoren 2*3 beibehalten müssen» In der That ist 

Z 

y — ^-— TT 1= X* + fix + I, für X IT i gesetzt, 

grade ~ 4, nnd 6,4 — ^* 

Durch diese Bemerkung wird ein neues Licht 
über diesen Gebrauch der Differentialquotienten zur 

Bestimmung der — verbreitet; und überdies hielt ich 

für nöthig sie hier aufzustellen, damit die im XVIIL 
Capitel §. 4. eingeschaltete Bemerkung ja nicht über 
den ersten Differentialquotienten hinaus verstanden 

werde. 

s 

Fernere Beispiele. 
§♦ i3^ ^V^ 

Q — X»-X*-2x3-fÄX^-fx— 1 ^ O 

JP^dx_4x^-4x _wiederum=5^fürx = 1, 

dQ : dx~5x4— 4x3—6x*+4x-|-i o 

ddP^_i2x^-4 abergiebt=^fürx = i; 

ddQ;dx*~apx^— 12X*— i2x-f4 ° o 

und diese - — OO ißt eben so gut ein völlig be- 
o 

^ o . 

stimmter Werth , als der umgekehrte —Ho, im vo- 

8 

rigen Beispiele, es war. 
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P Z 

Absichtlich habe ich dieses p^ dem ;n= im Tori- 

Q N 

Z O 

gen Beispiele umgekehrt gleich , nämlich ^ n ^ ge- 

xm xni 
geben« Sobald man zagibt» dafs T^ J— Tsj) rr- 

ein völlig bestimmter Werth ist» -weil r- m o ein sehr 

bestimmtes» völliges Nichts ist: so mufs man auch 

X— i 

p o 

zugeben» daCs -^ zz — ein bestimmtes» Tölligea 

\ o 

CO seyn mufs. Und -wer es bedenklich findet, von 
einer unendlichen Gröfse zu behaupten* dafs sie 
eine vollendete OröFse erreicht haben solle, dem mufs 
man doch wohl rathen, nicht die Sache selbst» son- 
dern das Wort» den wörtlichen Widerspruch im Aus« 
drucke zu verwerfen» und ein solches vollendetes OO etwa 
nachVoreeinnerungVII. §«6. ein Vollgrofs zunennen« 
Wenn wir die Sache verwerfen wollten» so würden 
wir für das noch werdende Unendlichgrofse OC » kei- 
ne letzte Gränze haben, die der z: o» als letzter Grän- 
ze des Unendlichkleinen entsprechend wäre« 

V. Die bekannte Formel S zr a für .die 

e — 1 

Summe jeder geometrischen Reihe (§« i«) gibt das 

unbestimmte r= a — n — für e = i » wenn man e 

o o 

plötzlich zz 1 setzt« Wird dagegen dieses e als eine 
veränderliche Gröfse behandelt^ der man ein Differen- 
tial beilegt, welches dann unendlich klein werdend» 
allmählig ZI e + ^ m e werdend und geworden ge- 
dacht wird : so findet man -3- — > für jedes 

de 1 
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cm 

6; daher aoch für e n: 1 seyninurs , zra. — ^man, 

de 1 

wodurch hier wiederum nach ohigem ersten Bewei- 

o 
•e, der bestimmte Werlb des — gefunden ist« 

o 

Allerdings konnte eben dasselbe für dieses Bei- 

« 

spiel schon durch die im vorigen Capitel gelehrte 

Divisionsersparung tgefanden "W^den, weil hier der 

Factor e — i» durch welchen die Unbestimmtheit 

entsteht, den ganzen Nenner im vorgegebenen 

Z ae»» — a , 

ST ~ ausmachti 

N e — 1 

VI. s — :i= — • S^^^ rr - für X z: a. 

N a — t ax ** o 

«« -• , ^ dZ : dx al*a.yx~j— 2x , 

Man findet -rr; — r* — x^ — r^ ; — also n 3 a 

. dN : dx — la.J^xf^ 

. für X Z= a; und dieses 3 a gibt nun allerdings den 

Werth des obigen — richtig an; wie wir ihn auch 

schon (Cap. IIL $. s«) durch richtige elen^entarische 
Behandlung (von der gewöhnlichen abweichend) 
gefunden haben« 

Anmerkung. 

$. 14. Das Verfahren des Lehrsatzes I. ist auch 
für dieses letzte Beispiel zutreffend , ohne durch den 
obigen Beweis §. ß» dafür dargethan zu seyn. Denn^ 
da wir hier kein durchaus rationales Z und N haben, 
80 können wir aus« deren VernuUung durch x rz a 
nicht * folgern , dafs Z und N grade den Factor 
* (x — >a) wenigstens einmal in sich haben müssen. In 
der That ist« wie wir schon aus III; §» 2, es wissen 
können, nicht (x — a), eondern ()"x — )*a) der Fac- 
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quolienten auf j^ ~ - ~ ? 13. 

« 

tor, durch dessen VernuUung die Vernullang dea Z 
und N bevvirlit wird. 

Allerdings ist dieses Beispiel von der Art, dafs 
CS dem obigen Beweise leicht kann unrcrworffn wer- 
den. Denn da das irrationale 7"^ in der Aufgabe kei- 
nen zweideutigen Werth haben kann und soll, w«il 
ja nur. bei dessen bejahtem Werihe sich das obige 

rr — ergibt: so kann man es als eine einfache verän- 

djerliche Gröfse u rr -j- l"x ansetzen, wodurch man 

Z ara.n — n* n j. o t- i ^- 

-^^ allerdings ~ — für u~ +t a er- 

N a — I a . u ^ o * ' 

hält, da dann die Schlüsse 

n ' ^ u a 

(dZ : duN ara — 4u3 , ara — dara 
■jfä — Ä-) ~ ^=^ — • alsom -2 :^ = 3a 
dN : duy — 1 a — T^a 

für u ZI a dem obigem Beweise gemäfs geben. 

Ueberbaupt sollte man bei vorkommenden Irra- 
tlonalien unterscheiden ,« ob sie als gegebene oder 
als gefundene Gröfsen zu betrachten sind« Im er- 
sten Falle niufs «♦ B. Tx entweder als + t*x oder 
ala — 7"x, oder auch als + Tx, also zweimal gege- 

3 4 

ben eeyn. Eben dieses gilt für 7*x, "fx u. s. w. ; 
und 80 wird man , wenn die Z und N nui' solche Ir- 
rationalen des X enthalten, die Aufgabe leicht und 
richtig rational machen, und dadurch dem obigen 
Beweise des Lehrsatzes unterwerfen können. Wenn 
man dagegen, auch wo nicht die sämpitlichen vielfa- 
eben Werthe des Irrationalen mit gegeben seyn sollen 
oder können, sogleich zum ailgemeinen Rationalma- 
chen greift: so kann man unrichtig werden, und der 
Aufgabe und ihrer Auflösung solche Werthe mit auf- 
dringen, die ihr gar nicht zugehörig sind; wie et 
sogleich an dem Beispiele Vorerinnefung I, zu sehen ist« 
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Zugleich erhellet aud dieser Bemerkung, dafs es 

bei der Behandlung des |^ = — nicht sowohl darauf 

ankommt» ob ein irrationales x in ihr vorkomme, 
sondern ob der ganze Factor, welcher durch xiza 
vernullt wird, ein rationaler Factor sey; wie(7"x— 1"a)', 
auch (Tx— Ta)^ u. s» w. es ist; dagegen (T*x— ^1*3)5 
^irrational seyn würde, und defshalb eine damit be- 
haftete Aufgabe dem Uten Theile des Lehrsatzes zu- 
fallen könnte« 

$, i5* Transeenäento Z und N* 

VII. ^ZH ", r^--J ^ gibt— - fiir(I) — QO 

N sm 9 + COS5P— i ° o. ^ ^ 

Gradbogen. 

mir r 'i dZ : dcp — cos Q> — sin q> , , 

Man nndet -r^n — r^ 1Z : 2. welches 

dN : dy cos y — sin 5p 

für 5p ~ 90 Grad uns zz — — — — ZZ -— ~ 1 gibt, 

• • o 

und hiemit den Werth des obigen — allerdings rich- 
tig bestimmt hat« 

Wenn wir sin 9 zz x setzen , folglich 
cos 9 n IT (i . 1 — XX) haben ; so erhalten wir 

Z 1 — x+f(i«i~xx) , 1 « . i. A j 1, 

^ — ' ^ ^ als algebraischen Ausdruck, 

der nun auch — — sich ergibt für x ir !♦ Wiede- 

o ° 

runi dem Verfahren L des Lehrsatzes ihn unterwor- 

- , . . dZ : dx — 1 — (1 . 1 — xx) — § . x 

fen , haben wir -rr. — r~ nr -. } ^ — , 

dN : dx 4" * — (1 • i — XX) — i .X 

-.. , Z — 1 — 5 —1*0 — 1 —1 

für X — 1 also ^r^ZZ'-. 7 ZT-; ~ = 1. 

N +1 — 1 +1.0 — 1 —1 
(Man bemerke, dafs wir auch hier nicht nöthig 
hatten f die endliche Gröfse — 1 und 4* ^ neben 
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— - xerschwinden zu lassen. Vergl« Vorerinnerung 
o 



VIII). 



VIII. I = J^^ ergibt sich = ^ für X = I. 

dZ : dx 1 — 2 _— 2.rCi-x) 



^"^ ß'^' ^"* dNTdi = 



(1— x) 



also = — sTo — +0 für X — 1. 

z _ rci— X) 



i;^ — j — würde dagegen für x zr i sich 

TZ + OO ergeben. 

TV Z _ a^ — b* .. o ... 

IX. =r-, ~ gibt ZU — für x ~ o , und 

N X ° o 

,, dZ : dx _ ax log a — b*^ log b ,^ ^„ ^ , 
8'^^ ''"' dN :dx = ^ i — "2_(Cap.XII.^3) 

also ~ log a — log b , für x z: o. 
JJ« i6. Obgleich nun auch bei diesen transscen- 
denten Beispielen das Verfahren I) des Lehrsatzes $. 
7» allerdings zum Ziele führt: so müssen wir doch, 
eingestehen I dafs der -dortige Beweis desselben (§. ßO 
hier nicht eingreifend ist.' So gewifs es allerdings 
aeyo mufs« dafs eine Function des x» welche bei ei- 
nem gewissen Werthe desselben, bei x n a, sich zz o 
ergibt, entweder ein X. j; oder ein A.)^, oder sogar 
1 « ^ seyn mufs , dieses f einen Factor bedeutend » der 
für X m a eich vernullt: so würde es doch nicht 
nur schon bei vielen algebraischen Functionen , son- 
dern noch mehr bei den meisten trensscendenten ein^ 
mühselige Arbeit ausmachen, diesen Factor sich wirk- 
lich darzustellen; daher es schon in dieser Hinsicht 
rathsam ist, dem obigen Beweise für den Iten Theil 
des Lehrsatzes einen zweiten Beweis hinzuzufü- 
gen, welcher der Erwähnung des vernullen* 
den Factors gar nicht bedarf. 
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Zweiter Beweis für I. des JLehrsa' 

tzes J. 7« 

(x) (x) 

$• 17. Taylors Reihe auf Z und auF N, das heifst, 

auf Z und auf N als Functionen des x angewandt» 

"wissen yvit (Cap^ XVI, 0. 12). 

. r ^''t''^ ^$ , dZ ■ d^Z , , d3Z ,. 

* dx ' ß.dx^ * s^. dx^ 

/''^''^ ^^ I ^N , d^N ^ d3N 3. 
und N -N + 5^« + ^-^.^ + -~5.3^ 

seyn muFs für j^de beliebig gewählte GröFse des a» 
und für jeden Werth des veränderlichen x« 

Gibt es nun unter diesen Werthen einen solchen, 

(xrra) (x— a) 

X rr a, bei welchem Z und auch N sich rr 

ergibt : so bat man 

(x ■ =a) 
rx4-«^ I dZ , d^ Z ^ , d^ Z 
yZN / ^ ^ dx ^g.dx^ ^ fl>5.dx3^ X 

W\o + f . + 4iL «^ + _^!4^. J 

' dx ' « . dx^ » ß . 3 » dx^ 

also, da man nunmehr durch a im Zähler und Nen- 
ner dividiren kann, 

= VdrJ «i»N -^ d^N ~ J 

dx ' a.dx* " "•" a, s.dx^ " i • • • 

(x—b) (X a) 

folglicb, nunmehr « = o gesetzt Q-^ =: |^--^,~^\ 

un^ ea ist biemit der Bebauptong I) des Lehrsatzes 

(*=a) 

. gemäfs.der bestimmte Werth des fi? J^ ~ 9xvrit- 



Z o 
Quotienten avf =^ ~ — ~ ? 17 



vsen, YTtnn er nicht wiederum ~ -- ergibt, oder auch 

o 



etwa zz — 9 welches eben so unbestimmend seyn 
würde, 

(x=a) (x=:a) 

Wenn sich nun -c- ül o und r — — o ergibt: so 

dx dx ^ 

weifs man, dafs in der obigen letzten Gleichung 

(x=a) 

dZ 
für -^- das erste Glied }hrer rechten Seite sowohl 
dx 

im Zähler als im Nenner sich vernullt hat, also 

der ganze übrige Zähler und Nenner durch « 

kann diyidirt werden; wodurch sich dann, nunmehr 

(xrra) (x a) 

• = o gesetst, einleuchtend (|) = (jj^ \ dQ 

ergibt. 

Eben so würde man, falls auch dieses wiede- 

o ^ 

rum zü — geben sollte, ferner auf 

C^j '^ rf3M '\ A s '^ schlicfsen haben; und so wei» 
ter, falls auch diese dritten Quotienten wiederum 

O ' 

n: — gebeli sollten, und nicht etwa, welches leicht 
o 

zu beurtheilen seyn wird, voraus zu sehen ist, dafs 

man, aut diese Weise fortgehend, niemals etwas an- 

ders als zz ~, oder auch ein eben so unbestimmendes 

o 

— — finden würde. 
00 
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S, lg. Wenn man nnn, ea eej im Verfolg de 
obigen Methode, oder auch durcli irgend einen an 

(x-a) 

demCalcnl, auf ein (j^ ) = — gekommen irtj ei 
"Wird von den grSTsten Lehrern airgerathen zu beden 
Ken , ääta ^ ~ — '—^ , und dieser letzte Aoedrucl 

für X — a sich r: — f — - ergebend, der obigei 

Methode unterworfen Be^ I 

Dieser Bemer&ung glaubten z.B. für =? = , 

welchefl für x rr 00 eich r= — ergibt, Euler *) 

und mit etwas verändertem Calcul auch Kästner '^"'j 

es verdanhen zu müssen, dafs sich dieses — ^ OC 

00 
bestinimeD lasse. 

Beide hielten überdieÜs die Substitution x ~ ~ 

7 
für nöthig, ■welche x — OO durch y zz o gibt. Ab« 

wenn man in dem xorgegebenen ^ =r i umittel- 

bar X ~ — setzt: so hat man ■ 

y 

dz : dx — ny— "— ' n , ,.. , ,, 

__ — _ — , c — — , also für y = o das Un- 

dN : (Ix — 1:7 y" -" 

endlicbgrofse — , wie es Euler und Kästner ge- 



•) Initit. Calc. aiffer. L. IJ. 5. 361. 
*■;) Analysis de* Unendlichen. 1799. S. 433. {. 58l> 
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fanden haben« woraus «cbon abgiineh me n iat^. dafs 
die UmSnderuDg des ^ in [ „ gana unn&thig war. 

■ / 

Zusatz 2. 

$« 19* Von wesentlichem Nutaen ist ea dagegen« 

X— a 

aus der Bemerkung , dab jedea f^ j rr ^ auch 

(x=a) . 

r:: Y^ — ^j:^ - eeyn. muCs, zu folgern, dafs man 

jedes solches rr — eben so gut als jedes -, derobi* 

gen Methode des -Lehrsatzes vermittelst der Differen<i 
tialquotienten zu unterwerfen berechtigt ist* 

' Z X» 

Für das eben erwähnte Beispiel ^ zr s erhal- 

*^ N log X 

dZ • dx nx**""* 
*•«« wir jjfTdJ = TIT ~ '^*"' *^^* :;: n 00« für 

X r= OO* 

Hiermit häbeii wir dieses rjehtige Resultat ohne 
Umwege erhalten, von denen der eine bei Eujer 
das Kstionaimachen, gar leicht ins Unrichtige hätte 
führen können* 



Einleitung zum Uten Theile des Lehr-. 

Satzes §»7. / 

, §• so. Wenn nun aber ein 1^ von der Art ist, däfs für 

,, , d^Z : dx'f ^ , o , _ OQ 

X — a allemal -rriö — -t-z entweder n ~ odcr~ -=i 

d^^ : dxf o 00 

sich ergibt: so würde man durch den- Itcn Theil des 

Lehrsatzes nicht zum Ziele kommeq^ 

2» 



* 



Sey j^ ^ -^ , und die Summgraff e X tm ZIfa 

1er, deagleiehen S im Nenner, eine x-Fnnclion, \rel 
che für x z= « lieh yernnlli: ao wird der rte Diffe 

rentialqaolient des Zlhlera einen Factor Xu" haben 

der für x n ■ sieh- entweder — o oder — - ergebei 

mab, je nachdem di« gime Zahl r noch kleiner ode 

acbon gröfier ala der gebrochene Exponent — ist, 

£bea ao wird im rten Dffferentialqnotienten de 
Kenners der Factor Sr~' fG> x ~ a entweder ~ < 
oder r= — rr OO atch ergeben mnssen , }e nachden 
dasselbe r noch kleiner, oder schon gr&fser als de 
gebrochene Exponent — ist. 

Diesem beiden Faetorea wegen wird sich dahe 

ein solches T-:^^ immer lort entweder ~— ode 

. — - » 

CO 

che — nod - swiechan einerlei ganse Zahlet 

r nnd r -f- i fallend sind. 

Denn wo dieses Einerlei nicht Statt findet, d 

wird, fe nachdem eratens — oder zweitens - 
' n 1 

der kleinere Brach ist, 

erstens jener Factor im ZSbler schon r: 00 s>cl 

ergebe» , indefs jener Factor im Nenner noch ~ i 

bleibt , oder zweitens jener Factor im Nenne 
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schon zz OO 0ich ergeben, inderi jener Factor des 
Zählers noch rz o bleibt , mnfs demnack, so weit es 

von diesen Factoren abhängt» das C-i^) z: — im er- 



sten Falle den bestimmten Werth — - noOt und 

o 

im s weiten Falle den bestimmten Werth rrr^ ZT O 



haben« 

Beweis für den Uten Theil des Lehr- 
satzes §« 7« 

^. fii« Lediglich also» wo das erwähnte Einer- 

m 

lei vorhanden» nämlich im vorgegebnen — , sowohl 

f 
der Exponent — » als der Exponent — , gröfser als 

die. Zahl r» nnd kleiner als dici nächste ganze Zahl 
r 4* 1 ist» kann sich der Umstand ereignen» dafs 
man bis aum rten Differentia^uotienten hin immer- 

fort ein z: — # vom (r -{~ i)ttn Differentialquotien- 



ten an aber immerfort ein =z — erhält. 



Wiederum finden nun hiebei die drei Fälje Statt» 

i) dafs — z: — oder a) dals — <C — oder 3) dafs 
' n t '^ n t 

ms « 

— > — seyn mufs. 
n "^ t ^ 

(X N. A 

den bestimmten Werth der Stammgröfse für x ~ a« 
Es mag nun dieser 
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entweder I) ein — 75 IZ o, oder II) ein z: — rroo* 

oder III) eine swischen o und OO Mlende Gröfse 
«eyn , 

m m 

•o \vird im Falle 1) wo ^ zr -~ n T x J ^ *•'» •^^^ 



3En 



xzza ^A». — 

seyn miissen. 



G)=<^) 



Im Falle c) wo ^ <C — ist, schlierae man, daCi 

n t ■ 

Z Xn An , x"7N. /'ANii '1 

•eyn miib* 

Im Falle 5) wo — ^ — ist, achUebe man, data 
'^ t n 

^eyn mufs. ' 

Im Falle s) hat man offenbar ein rr 00 gefun« 
den, wenn 

^ entweder III) zwischen o und 00 fallend, oder II) 

aelbst schon z= — z= OO ist. 

o 

Im Falle 3) hat man offenbar ein n 00 gef^n^ 

den, wenn 

A 

^ entweder III) awischeto o und 00 fallend, oder I) 

selbst schon ~ 77 n o ist. 



V 
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■ 

UnenUeliieden durfte uns freilich im aten Falle 

scheinen t wenn 

A o 

jp nach I) ein ~ •= ist, also ein 

Ot xi 

-und ebenfalls im 5ten Falle uns acheinen, wenn 

A A . 

sr nach II) ein ir — ~ 00 iöl» also ein 

(ANF t n ■* t . 

— 1 • o rz oo ♦ O' ist. 

Aber in jedem dieser beiden Fälle wird man eiii 

Z: o erhaUen» wenn — > — - ist, und dagegen ein 

n t ^ 



rr OO erhalten, wenn — <; — ist; welches auch 

n t 

durch die Betrachtung erhellet, dafs ganz allgemein 

*^- rr *-^ » also auch der bestimmte Wersh dieses 

Bruches für den einzelen Werthfall x m a, in dem 

mt 
ntX 

dafür bestimmten Werthe des T— — bestehen mufs; 

■ SU ■ ■ ' 

wo nun mt und sn ganze Zahlen sind, also 

nt ^ 

IT— ~ 00 ßcyn mufs , wenn mt <:^ sn folglich 

m 8 • . ^* o 

— ' -<! — ist, und dagegen )*~~ o sejn mufs, wenn 

sn <:; mt , folglich —<:;-- ist, 

Q^ S2* Anmerk, Obgleich die letztere Metho- 
de vermittelst der ganzen Zahlen mt und sa allge« 



\ 
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mein darchgreifend gebraucht werden könnte: so 
war es doch rathsam, die erste voranzuschicken» weil 
man durch diese in den meisten Fällen leichter zxlvbl 
Ziele kommt* 



Beispiel. 

j). ,03. rj- ZU f^ - ist das emsige Beispiel 

bei Lacroix, Calc different. §• 51» 

Für ^ n a erhält man das unbestimmte — . Dk 

o 

* _ • 

sich aber für x ~ a auch ,-, ' wiederum ri — • 

dN : dx o 

ddZ : dx dx , OO . , . .. , • 

•TTiri — :; — T- aber rz — sich ergeben wurde, und 
ddN : dx dx OO 

auch alle noch höherern DifFerentialquotienten au£ 

X IZ a eingeschränkt» immerfort das unbestimmte 

uns einliefern würden: so mufs diese Function dem 
Uten Theile des Lehrsatzes j$. 7. unterworfen werden« 

Nach der in §• si* von uns gegebenen Methode 
haben wir 
X — a ' X , a 



a)=(=^)'=ay— 



nun 



A d(x^— a^):dx fixdx: dx *— * 

TT- n --TT T^-\ — n —, — :i — n 2 x rr a a sich 

91 d(x-~a):dx dx:dK 

♦ azra 

ergibt: so ist hiermit (^j ~(aa)* gefunden« 

Dafs dieses der richtige bestimmte Werth sey» 
kann bei diesem leichten Beispiele allerdings auch 
ohne alle Differentialmethode erwiesen werden. Denn 
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(x-f-d) 13 1» für alle Werthe das x; so muEs auch 



H rr (x + 8)* = (fia)* seym • ^ 

$. s4* JnmerkuTtg i» 

Enler, Lagrange, La^roix» n. s. w. halten 
in solchen Fällen für nötfaig» zu den ersten Gründen 
der Differentialrechnung« wie sie n?eynen, aufs neue 
zurück zu kehren, indem sich hier bei ihnen auch 
die schon mehrmals von uns gerügte Besorgnifs an- 
schliefsty dafs das nach den allgemeinen Differenzii- 
rungs- Regeln gefundene dj n: pdx nicht mehr rieh« 
tJg und brauchbar sey, wo sich für einen oder mehre 
Werthe des x ein p rr OO ergebe! Umständlich 
habe ich diese unrichtige Besorgnifs in dem IVten 
Anhange zu der Abhandlung Formuiae radii oscu- 
latoria etc^ erörtert« 

In Vorerinn. IX und Gap« VI denke ich diese Besorg- 
tiits durch solche Gründe gehoben zu haben , welche 
auch auf transcendente Functionen anwendbar , also 

auch auf deren unbestimmte — oder — anwendbar 

o cö 

m 
X*" 

sind» obgleich man sie als m —^ darzustellen nicht 
wissen möchte. ^ 

$; 25» An merk, 2. ^n Hinsicht des Umstandet» dsCi 

m 
die DifFerentialquotienten eines X» ohn Ende fortgehen» 

, weil man vermittelst keiner gansenZahl c auf ein ^ — t=so 
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Itommen Kann , will ich doch den Gedanken laraem » dafs 
dieses ändert ausfallen Könnte» vrenn man nicht blofa ite, 
2te« Ste Differentiale und Difierentialquotienten » sondern 
auch gel^rochene zu bearbeiten untemShme; welches exti 
neues Feld fflr den Infioetetimal-Calcul« und inshesondero 
auch für den Integral- Calenl neue Hülfsmittel gewähren, 
dürfte. Wie leicht hätte es nicht, nach den ersten GrAndan 
der Potenzen zx = x^ ; xxx = x* u« s. w« scheinen kön- 
nen , dafs der Begriff von Potenzen auf ganze Dignitätan 
eingeschränkt bleiben müsse; und gleichwohl hat die Erwei- 
terung auf gebrochene Dignitäten die gröfsten Yortheile ge- 
wahrt, und 'ist dann hintesher ^allerdings siemlich später) 
•ach deutlich gerechtfertigt worden« 



Zwanzigstes CapiteL 

Krümmungsinesser , berührende und 

küssende Kreise» 

5. 1. Scjr SMT (Flg. lU.yäie gerade Linie, von 
welcher die Curve AMM' ia M berührt war, eo 
wird eben diese ST auch die Tangirende für jedea 
mit CM durch M beschreibbaren Kreis ausmachen, 
wenn G in der Normale MN Hegt, es mag übri- 
gens MC noch so klein, oder noch so grofs genom« 
men werden. Da jeder von diesen unzählig vielen 
Kreifen mit der geradlinigen Tangirenden eben so; 
wohl, wie das Curvenelement MM' den einzigen 
Funct M gemein hat: so sagt man auch, dafs alle 
diese Kreise die Curve in M berührend sind« 

§. 22* Wenn man nun mehre Kreise mit kleine- 
ren und gröfseren Halbmessern CM beschreibt» so 
ist es in die Augen fallend , dafs . die Krümmung der 
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Kreise scbwidier und schwächer wird, je gröfser 
die Halbmeiser genommen werden » und es Kreise 
giebt, welehe achwächer als das Carvenelement 
MM' gekrümmt, andere dagegen, mit kleiqeren Halb- 
messern, stärker gekrümmt sind. Da auch der- 
gleichen Kreisbalbmesser MC, wie jede gerade Linie, 
Ton MC ir: o an bis ins Uncndlicbgroree stetig« 
wachsend gedacht werden kann: so i3t es aufser al- 
lem vernünftigen Zweifel gestellt, dafs es eine 
gewisse JMC zz t von bestimmter Länge t geben 
mufsf deren Kreis weder stärker noch schwä> 
eher als das Element MM' gekrümmt seyn kann, 
folglich mit demselben einerlei Krüm- 
mung haben mufs* (Die Krümmung eines Cur- 
venelementes und eines Kreises mag übrigens seyn, 
was sie will; daher es hier unnöthig ist, in weitere 
Erörterungen darüber uns einzulassen^) ^ 

$. 3« Xediglich von diesem Kreise sagt man, 
dals er die Curre in M küssend sey. Sein Halb- 
messer MC zu t heifst dann auch radins osculator, 
und ist der Krümmungsmesser für die Curve 
in Mf oder, um uns für gewisse schwierige Fälle 
sogleich genau genug ausgedrückt zu haben, er ist 
der Krümmungsmesser eines Elementes MM', und 
dieses eine Element MM' wird von dem Kreise 
mit Gewifsheit geküfst; nicht allemal auch ein 
anderseits gelegenes Element MW* Denn sollte z. B. 
von den beiden Elementen MM' und M9S' nur das 
eine möglich, das andere unmöglich seyn, so würde 
auch für des anderen Krümmungsmesser sich eine un- 
mögliche Grobe ergeben müssen. 

$« 4. So lange wir uns das Curvenelement MM' 
noch als einen immerfort kleiner werdenden Cur« 
ventheil vorstellen , so lan^e ist es noch ein 
ÜB — irCäx* -j" dy*), indem wir uns bis auf aus- 
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drficXliche Gegenerinnerung allemal die Cunrc durch 
eine Gleichung zwischen normalen Coordinaten x 
und y bestimmt denken wollen« Wenn nun diese 

dr 

Gleichung den Differentialquotienten — zz v giebt; 

dx ^ 

so hat man das genaue Differential 

ds r: r(dx» + dy*) = dx f i + —rzdxTi+pp 

$. 5. Im Kreise ist die Krümmung allenthal- 
ben einerlei; mufs also auch im verschwindenden 
Bogeiielemente noch eben so grofs als im endlichen 
Bogen seyn^ daher auch die Krümmungen verschie- 
dener Kreise am geschicktesten sind» die verschiede- 
nen Krümmungen in den Elementen anderer Curven 
anzugeben* ^ Schon in der Elementargeometrie kann 
es hinreichend dargethan werden , dafs die Halbmea- 
«er zweier Kreise, der Krümmungsstärke upiige- 
kehrt proportional sind , folglich die Halbmesser 
in ihren directen Verhältnissen ein proportiona- 
les M«)afs der Krümmungs seh wachen ausmachen» 
Da nun überdies die äufserste Schwäche der Kröm« 
mungy der gänzliche Mangel der Krümmung» in der 
geraden Linie anschaulicher , als die gröfste Stärke 
der Krümmung in einem zum Functe gewordenen 
Kreise, vor Augen liegt: so scheint es in der That 
gerathener, die Halbmesser der küssenden Kreise ala 
die proportionalen Maa£ie der Krümmunga- 
sch wache in den geküfsten Curvenelementen za 
betrachten; wobei es denn so schicklich als Jbeqaem 
ist, im Teutschen sie geradezu Krümmnngsmesser zu 
nennen» Wer indessen dem gewöhnlichen Ausdrucke 
Krümmungshalbmesser getreu bleiben will » kann 
dafür anführen, däfs er dem lateinischen , radius cur* 
vaturae, entsprechend ist. 
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. J u f'g a b e^ 

§. 6. Die abflölute Länge de6 Krüm- 
mungemess ers IVIC n t für di^« Curvenele- 
ment IV^M' n ds zu finden, wenn die Curvo 
durch eine Gleichung zwischen normalen 
Cpordioaten AP — x und PM n y gegeben, 

also auch p n ^ im ds — dx j i+^pi— dxl^r+pp 
ao gut als gegeben iat. 

Auflösung^ 

■ 

J. 7. Es scycfn C^ ±r je und ^M rr p die nor- 
malen Coordinaten für den gesuchten Kreis» dessen 
constanter Halbmesser CM m r sey : so hat man 
JC» + p» = tS also 19 ^ _ 1 3^^ dp« _ xl 

folglich das Kreiselement di genannt. 



t 
mufs daher, damit: d^ ZI ds sey, -^ dt =: ds, also 

9 

' ds 
t=9ä-,«eyn. 

Wenn wir nun femer im df n: ds , das ist , im 

dx I i 4- ^ ~ dp I » + 5^ f die beiden UrdiflFe- 

rentiale dx und if einander gleich genommen for- 
dern; so mufs dann auch dp ZZ dy seyn, also, da 
offenbar df :dp=i:t:f ist, 

dy 
auch ds : dy ~ t : y f folglich y ~ t -p aeyn , welches 

, dsddy— -dydds - 

«up dyr: ■ ^^^ f r , also 



30 



Cap. XX. Krümmungsm€SS9r ^ 



Ab cIs^ 

^"^^-^ daddy-dydda S^^^- 



rrdx 



Z u s a t 7^ 

0. 9» Nur die sogenannte absolut e. nicht auci 
die zeichenrichtige Gröfse des t (kiirzer gespro 
chen« nur die Längeugröfse, nicht auch die [al 
gebraische] Rieh tun gsgröfse des t^ habe ich ii 
dieser Aufgabe bu finden verlangt; daher ich aucl 
ohne Bedenken in der Aufgabe die MC, in der Auf 
lösung dagegen die CM als zz X auiFgeführt habe, ob 
gleich die MC und CM einander entgegen ge 
richtete Linien» in, Hinsicht ihrer. Richtung als< 
algebraische Gegengröfsen mir bedeuten. Auch hab 
i^h es unbeachtet gelassen , dafs die C^ ir t eine ne 
gativ gerichtete Linie, ihr regelmäfsiges Differentis 
dx also ebenfalls negativ, das Differential dx in deq 
gezeichneten Elemente dagegen bejaht gerichtet isl 
Dafs der Bogen ds. rr l'Cdx- + dy^) als Quadrat 
'Wurzel nicht nur bejaht, sondern auch verneint seyi 
könnte, mufs ebenfalls nicht in Betracht gezogeü 
-werden, wo nur von absoluter Gröfse die Red< 
aeyn soll. 

§. 9« Um der Formel eine einfachere Gestalt zi 
gewinnen, wollen wir dx constant annehmen, so is 

dy* , . 

dsdds iz dyddy, also dydds TZ --j— ddy. 



also dx 



ds* . ds 



ds^ 



auch 



ds^ ddy — dy ^ . ddy dx ddy 

_ (dx^+dy^jTdx^+dy^ _ (i +pp) > l^i + P) 
dx ddy ddy : dx* 

und auch von dieser Form behaupten wir ein wei 
leres nicht , als dafs sie den Krümmungsmesser ii 



heführcndii und küssende Kreisel 31 

Hinsieht seiner Onge richtig angeben murSy iibri« 
gens aber bdd bejaht, bald verneint ihn angebeih 
wird» M^eil ja bei übrigens gleichen Umstän- 

ddy 

dx' 
cavität des Bogenelementes sich wechselt. 



den, das Zeichen des -7— mit Convexilät und Gon* 



$• 10, Der Kriimmungsmesser ist für die höhe- 
ren Theorien ^eine so wichtige Gröfse» dafs man auf 
mancherlei verschiedenen Wegen^» analytisch und 
"synthetisch ihn gesucl^ hat, und ich yermuthe, d%{s 
man allemal die Formel für ihn, der vorhin voi^ 
mir gefundenen entgegengesetzt b^eichnet, also.df 

ds^ - 
constant genommen t r:: — , , , gefunden* hat^ 

weil man auf das algebraische 4: einige (freilich picht 
genügende) Rücksiebt zu nehmen pflegt, um auch 
deta + der Formel einige Bestimmung abzugewin- 
nen: welche aber, wie wir es hier sehen werden« 
sehr unstatthaft ausgefallen ist» 

§« ti. Euler und mit ihm Kars>ten bemerk- 
ten, dafs rz Tdx^ -j" ^y* ^^ Quadratwurzel bejaht 
oder verneint seyn Könne, und daher bei einem con- 
vexen Bogen die verneinte Wurzel zu nehmen sey, 

d«^ 
damit die Formel t ~ — -; — tt- jedesmal einen be- 

dxddy 

jahten Werth gebe* Eine Bemerkung, die etwas 
schwierig zu prüfen ist, wenn man bedenkt, dafs 
die Convexität von der Lage des Bogenelementes al- 
lein nicht abhängig ist, auch manche Convexität ge- 

.rade vom -p ^ in eben der Maafse abhängig seyn 

mufs, wie diejenige j welche Euler allein nur vor 

Augen hatte j vom t-^ abhängig ist. 
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$. 10. Etwas besser und einfacher heifst es da- 
her bei einigen neueren Analysten , dafs die Formel 

r rr — ~rr ^^ t einen ^«i»^«» Werlh gebe. Je 

dy ddy verneinten ° * ' 

nachdem der geküfste Bogen convex ^^7 1 still- 
schweigend gefordert, dafs das t* in dem 
Zähler der, Formel allemal bejaht genom- 
ikien werde. 

Dergleichen kann nun allerdings bisweilen gar 
TTohl gefordert werden» wo man ansdrücklich zage- 
ateht » dafs es blofs um die absolute Gröfee des For- 
melertrages bu thun seyn solle« Wo man aber dem 
sich ergebenden + eine Bestimmung suscbreibtt da 

• 

kann jene Forderung der wahrhaften Natur der alge- 
braischen Geometrie sehr entgegen laufend seyn, und 
dann von dieser jener Zwang uns unversehens derge* 
stalt durchbrochen werden, dafs wir ohne grotse 
Aufmerksamkeit den Durchbrach^ gar nicht ahnent 
und auch falls wir ihn entdeckt haben, es für un« 
schicklich anerkennen müssen, ihn zurückweisen rä 
wollen! , . 

« 

Um ein Far Beispiele eines solchen Dnrcbbrv* 
ches selbst auch an einer durchaus coii/paven Ellyp^a 
vor Äugen zu legen ^ wollen wir folgend^ Aufgabe 
vornahmen» 



Aufgabe^ 

$• 13. Vermittelst der gewöhnlichen 

ds^ 
Formel r zz — ^ — tt- Jen Kriimmungsmcs- 

— dx ddy ° 

ser r für alle Orte der Kegelschnitte au 
finden« 
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Auflösung. 

^. 14. Die Gleichung yy rr bx -)- '^xx» deren 
b den Parameter (m. 8. Vorerinn. XI) bedentet, gibt die 

E"ip»e , durch n = + -^ wenn + * ^«' ^»'P^ , 
Hyperbel ^ a — , a der Hyperbel 

Grundaxe bede;utet« deren Anfangspunlit auch den 

Anfang der Absciesen x ausmacht^ denen in ihren 

£ndpuncteu die Ordinalen y normal stehen; und die 

' li h 

Parabel ergibt «ich 'durch n rr — rr — =±0« Eben 
° a 00 

•0 allgemein ist daher auch sy dy z= .b dx -j[- sn x dx, 

b 

also — zz h geschrieben» y dy zz h dx -}- n dx» folglich 

dy h4-nx ,j ddy yndx «— (h + iix) dy 

p ~ -r- m — ^-— , und dp— -r-^ Zl ■■ — i — i 

*^ dx y * dx yy 

*u« ^*^y_ « h + nx dy n pp 
also -r-rt — — — *— ■ — ♦ -3— -s::: -^ — . — k und dem« 
dx-* y yy dx y y 

nach dxddy ZZ ~ dx^* 

^ y 

Da nun d«^ rr dx^ . (1 + PP)I wt, so hat man 

t=_y^i±P£y - t:yHCh+"x)^]f ^ [y^4.(h+nx)^]i 

n — pp *" ny^ — (h-j-nx)* hh 

$. 15. Hiemit liegt es nur allzu gewifs vor Au* 
gen, dafs diese Formel für alle Octe der Kegelschnit* 
te den Krüminungsmesaer IVIC ZZL X allemal bejaht an« 
sageben gezveungen ist, wenn man die vorhin ($.10) 
schon aufgeführte Forderung befolgt, die Quadrat* 

"Vrurzel, welche im da» zz (dx^+dy*) . fdx* + dy* 
vorkommt» allemal bejaht zu nehmen« 

Diese Forderung aber ist der Natur ^es algebrat* 
achen Calculs» und der demselben angemessenen alge« 
braischen Geometrie, dergestalt entgegen laufend, dafa 
es ..dieser wohl yerbünde^en Wissenacjiaft hie und da 
gelingen wird, ihre lElechte unverfehena geltend su 

' ' 3 * ■ /■ 
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machen; z. B* selbat auch bei einer so einfach hohlen 

Curve als nach den obigen Gleichungen die Ellipse 

. ea Ist« Um in der Kurze anschaulich uns ausdrücken zu 

cc 
können, sej der sogenannte Parameter b c — « also c die 

8 

Uein^ und a die grofse Äxe, so ist eben diese a nach 
obiger Gleichung auch die Abscissenlinie « mufs also 
nach den gewöhnlichen Begrifen von hoh- 
len und erhabenen Bogen, die Ellipse auch 
gegen diese Abscissenlinie durcbsaus hohl 
genaqnt werden, und soll demnach die gewöhnliche 
Formel des Krümm ungsmessers den Ausdruck desselben 
allenthalben bejaht gewähren, 

$« 16. Wird nun die in §. 14» für alle Kegel- 

schnitte gefundene Formel dea r, durch n rr 

öh 
~ — • — auf die Ellipse eingeschränkt, so haben 



Wir 



. = &' + C--ryT 



hh 
I) Für alle 7=0 also r 



= (''-=-ry' 



=(>■-=- 0. 



hh 
s 



welches nun 



hh 



«%..••.• hhh - 

I) 1) für X rr uns t = -g^ z: h 

TV X i-. t. (h— 9h)5_C— h)a 

I) ft) für xna aber uns r = ' - - , , ■ = ' > ,. ■ 

nn hh 

— ^^^^ r: — h cibt! 

— hh — * 

Ist also hiemit für den einen Scheitelpunct iai 
Anfanee der grofsen Axe a allerdings der küssende 
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Halbmesser bejaht, für den andern Scheitelpnnet 
im Endpnncte dieser Axe dagegenf der küflfsende Halb- 
messer verneint gefunden! 

II) Fiir X =: ~ gibt die Formel m ^J^ r: -^. 

ö " ha hh 

Da hier 7 m - ist. Indem c die kleine Axa bedeu- 

c c c c 

det. auch dann der Parameter b ZZ -^»alsohzi-. -— 

"- a fl a 

se^h muFs» und der Parameter allemal bejaht genom* 

men für die obigen Gleichungen vorausgesetsst \rird; 

. . ccc.2.fi*aia a a 
60 hat man auch r ~ ~ — ♦ — » 

2«3«2«CCCC Ä c 

a a 
also II) i) r m - • - bejaht für d^ obern Scheitel- 

s c 

punct» dessen y ~ ^ — ist, 

n a 

aber II) a) t r: . - für den untern Scheitel- 

' ß c 

c 
punct, der durch y ~ — • — bestimmt wird^ 

Im Iten Falle hat die Algebra den ihr aufgeleg* 
ten Zwang mit vollem Glücke durchbrochen; gerade 
denjenigen küssenden Halbmesser, der der bejahten 
Abscisse, vom geküfsteu Scheitel an entgegen gerich* 
tet ist, auch verneint gerichtet angegeben» 

Im Uten Falle hat sie doch auch schon angezeigt, 
dafs die beiden küssenden 'Halbmesser nicht einander 
gleich • gerichtet, sondern einander entgegen - gerichtet 
aeyn nlüsseo* ^ 

§. 17» Mehre Beispiele des Fehltreffiens findet 
man in^ der kleinen Schrift: Formulae radii oseu'- 
latoris quoad valorts earum positivus ac negatives et 
ventilatae et diligentius, quam fieri solet, expUeatae^ 
Dresdae ißsSt von mir aufgeführt» auch daaUnatatt- 

3* 
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bflfte jener gewöhnlichen Ausdeutung aas allgemei- 
nen Gründen erörtert; wohin denn insbesondere aucb 
meine Erinnerungen gegen di^ gewöhnliche Abthei* 
lang in convexe und concave Bogen gehört. 

Convex und concar pflegen einige Lehrer einen 
Bogen zu nennen, je nachdem er «eine erhabene 
Seite oder seine hohle Seite der Abscissenlinie zuge> 
kehrt hat. Mit Recht wird hier von andern hinzo- 
gefügt, dafs man neben jrner Convi'xität und Conca- 
vitat versus basin ^ aucb eine Coiivexitüt und Conca« 
vitSt "versvs latus zu beachten habe. Wenn nun das 
latus, das hcifst, die Lage der Ordinaten. der Abscia- 
eenlinte oicht rechtwinklich i5t$ so ht schon dieser 
Abtheilungsgrund sehr unrein. Aber selbst auch 
hei orthogonalen Coordinaten hat jede von den hier 
genannten Abtheilungen in Convexität und Concavitat 
etwas unschickliches in sich; m.s. die eben angeführte 
Schrift, wo ich auch die schickliche Abtheilung ange- 
geben habe: dafs nämlich ein Bogt nelement, von »ei- 
nem Anfange an ins Ordinalen--^ oder ins Ordina- 
ten--— gerichtet, in Hinsicht der bejahten Ordinaten 
richtig convex oder concav ist; und dabei jede« von 
diesen Elementen in Hinsicht der bejahten Abscissen- 
richtung bald convex bald concav $eyn kann. 

§, lg* In mehren andern Schriften habe ich 
dargethan, dafs das algebraische tp, auf Geometrie 
angewandt, durch Ptichtung und Gegenrichtung con- 
struirt v(^erden müsse » in der Ebne' aber mehr als 
zwei dergleichen Eichtungspare nicht angelegt wer* 
den können. Bei normalen Coordinaten komme das 
eine Richtungspar den Abacissen +x. das andere, 
den Ordinaten IjPy zu. Beides jind reine für aich 
bestehende Kichtungspare , die nichts mit einander 
gemein haben. Keine Abscisse x, sie mag bejaht 
oder verneint gerichtet seyu, h^t irgend etwaa voa 
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Aen ihr normalen Richtungen der Ipy in sich» 

Wenn dalier^in einem bei B rechtwinkTichen 
preiecke ABD (Fig. III. 2), der eine Kathete AB Äb- 
sci^senrichtung, der aridere BD Ordinatenrichtung hat: 
so mufs man eich bestimmen, ob man die Hypotenuse 
A D in Hinsicht dessen , was sie von der Abscissen- 
richtung in bich hat, oder in Hinsicht dessen, was 
sie an Ordinatenrichtung in sich hat, geschäüt, als 
bejaht oder verneint gerichtet, beurtheilen wolle oder 
miisse; wobei es nun offenbar nothwendig ist, zwi- 
schen Anfangs- und Endpunct der' Linie zu unter- 
scheiden. Jede gerade Linie DA, ist ja der AD ent« 
gegen gerichtet, indem uns den zuerst geschrie- 
bene Buchstabe allemal den Anfangspauct 
der Linie bedeuten solU 

In dem noch vv'Ci'denden CurvendifFerential 
MM' IT ds r= r(Vlx* + yy*) ist M der Anfang^punct 

des ds, und ds nach Ordinatenrichtung ^Laht ' ^^"^ 

dy 

I jy gemäfs, und dagegen eben dasselbe äs nach 

Abscissenrichtung geschätzt, bejaht?'* je nachdem das 

. — dx . 
dx ein I j^ ist. 

Diese wenigen Sätze aus der von mir' seit 25 
Jahren nach und nach aufgestellten algebraischen Geo- 
mVtrie werden schon hinreichend seyo, uns über das. 
4! des liüssenden Halbmessers aufs reine zu bringen, 
wenn wir die Kreisgleichung anders als vorhin an- 
stellen. Für die obige Anstellung in $• 5. würde 
ich noch mehre Sätze beibringen müssen* 
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Aufgabt. (Flg. III. S.) 

$. 19. Die Gröfse nnd die Ricbtnng des 
küssenden Halbmessers MC ir t zu finden 
für jedes Cur venelement MM' n ds» wenn 
die Curve durch eine Gleichung »wischen 
normalen Coordinaten AP r= x und FM zu j 

bestimmt ist, also ds ir dx | t +-~ ~ dx Ti+pp 
sich ergiebt« 

Auflösung. 

S« 90. Nicht etwa die CM» sondern die MCrrc 
genannt (vergl. JJ. 80 • ^»^ »a«« rr = Mip* -j- q>C*» 
und sieht es vor Augen . dafs diese MC ZI r etwas 
verneinte Ordinatenrichtnng mit der Mf)» 
und bejahte Abscissenrichtung mit der $C go* 
mein hat. 

Um statt dieser Kreisgleichung diejenige zu erhal- 
ten, in welcher das Küssende Kreiselement eben die 
Coordinaten AP — x und PM n: y habe, welche 
dem geküfsten Element der Curve zugehören, mtrfs 
inan Mip durch 7, und $C durch !x auszudrücken sn« 
eben. In dieser Hinsicht AE n: e, und EC ~ f ge- 
nannt, hat man auch P^ in f. 
also M?J =: MP -f P5) = — y +"f 
und 8)G — FE r= PA + AE =r — x + c. wcl-* 
ches nun die verlangte Kreisgleichung tr=(f~y)^+(e-*x)^ 
giebt. 

C der Endpunct des küssenden Halbmessers 
MC =: t» ist der Mittelpunkt des küssenden Kreises, 
und die Lage dieses C gegen A . den Abscissenan« 
fangspunkt. ist durch AE zi e. als seine Entfernung 
nach der Abscissenrichtung. und £C zz f als seine 
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Entfernung nach Ordinatenrichtung be8tin|mt. Da 
nun die Lage des C nur n(iit verändertem Halbmes- 
ser MC =r r sich Sndert» dieser aber für einerlei Ort 
M der Curve auch seinen beslimmten Endpunkt hat« 
und als Halbmesser eines Kreises bei'Differenziirung 
seiner veränderlichen Coordinatdn als eine constante 
' Gröfse zu bebandeln ist: so sind die e und f in die> 
ser Hinsicht constante Gröfsen« und werden , v^ie t" 
selbst, nur durch Differentiali^erhältnisse bestimmbar 
seyn. 

Die Kreisgleicbung difFerenziirt , giebt nun 
or: — 2(f— y)dy — 2 (e— x) dx, also^r=i^. 

das heifst, indem wir y und x als Coordinaten des 
küssenden Kreises behandeln, so geben sie ihr Diife« 

6 *■* X 

rentialverhältnis rr v.; und bestimmen somit. 

y — f 

t /'e-xN* 
das Kreiselement di genannt , Ai zz dx j i4~( e) • 

T dy* 

Das Curvenelement ist dagegen ds n dx } i 4~ 72^ 

dy 
wenn wir ausbedingen « dafs -p von nun an ledig« 

lieh das Differentialverhältnifs in der gegebenen Curve 
bedeuten soll. Damit nun die Curve in M von dem 
Kreise geküfst werde» mufs d^ rr ds seyn, und 
hiezu ist weiter nichts erforderlich, als dafs 
e — X dy 
y — I dx 

.Da nach der Zeichnung ds : dy z: t : e— x ist} 

so haben wir t^'T^'^'r' » ^^^o t rr (y — f) ^t— 

y — f ds dx ^'' / dx 

Die Gleichung difterenziirt (weil auch f nur durcb 

Differential Verhältnisse bestimmt werden kann) giebt 

ds - , . -V ■ Ad^ t ^ ^ . 

o — ^ . dy -j- (y — • "^ » wenn dx constant 
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g fofrdert wird; daher nun y — f ~ — "3^ • *^"* 

dy da^ 
dieses in die Gleichung iür r gebracht, m — . . > ; 

dy 
und da dds n ~ # ddy Ist, io haben wir auch 

dx ddy 

$• ü\. Weil nun In dem gezeichneten einseien 
Falle» auf Mrelchen der Calcul angelegt wurde, die 
MC n: -}- r » ond dagegen die MC ZT — V war, 
wenn r bedeutet, dafs diese Linie MC, nach ihrer 
Abscissenrichtung geschiUzt werden solle , < V dageg«*n 
verlangt, ihrer Ordinatenrichtung gemäfs sie bejaht 
oder verneint gerichtet au nehmen: so haben wir 

ds^ , , .. ^^ ds* % , 

beide Ausdrücke müssen sich nun allenthalben, in 
allen Fällen als vollkommen aeichenrichtig be* 
Währen, 

$. fis. Beispiel 1. Für die Parabel yy zz bx 

wurden wir nach §. 14 schpn ^^ . ~ ^ — J-jj 

gefunden haben, wissen also nunmehr, dafs für jeden Ort 
dieser Curve i r: T^^ — ^ • ^^^ dagegen 

r rr — ^ — ^ — — seyn muis. 

Da in beiden Ausdrücken der quadratische Fae« 
toT "i — ' bejaht ist: so haben wir r ;- '7^+ b=* 

und dagegen r ••: — 1^7* + h* , das heifst , r »«i- 
chengleich dem Vy^ -{- h'^ , und dagegen V zeichen-: 
gleich, dem — Ty^ -f h^^* 
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DeiDTiach % ::: h, also der krummungstnesser MC 
in Hinsicht «einer Äbscissenrichtung durchaas bejahtf 
lyeil ja der Kathete h als halber Parameter nach 
bejahter Abscissenricbtung angelegt- ist. Dagegen 
X :i: -r* 7 t «Iso für jedes -(- y ins Ordinaten-Minas, 
fär jedes •— J» ins Ordinalen -Flatf gerichtet, 

$«23. Beispiel s. Für alte Orte in der El- 
lipse jy ZZ hx XX haben wir in §. 13. bereits 

_ dxddy = L ^ ■ « y J gefanden, und 

hh 

I 

wissen demnach nach §. si. nunmehr» daTs 

i,„r[,-+(h_iii)'].(b-iii)'«,. 

mufs; und dieser Kathete ist bejaht gerichtet« wenn 

X ^ — ist, rerneint gerichtet« wenn x*> - ist. 

Völlig zutreffend ist nun in der That sowohl bei be- 

jahten als verneinten 7« für alle x ^ — der Kröm- 

mungsmesser MC den bejahten Abscissen gemäfs ge- 
richtet« und verneinte Abscissenricbtung hat er für 

alle X > — . 



Ist nun ferner x r: - t so ist der Kathete 

2 

h— sh-zzOf wird demnach hiemit entschieden« 
a 

dafs die zu x IZ — gehörigen Krämmnngsmesser 

von der Abscissenricbtung gar nichts an 
sich haben« also lediglich Ordinatenriclitung« 
reine Ordi natenricb tung haben müssen« 
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lede Ordinatenrichtung der MC aber "wird dorch 
f ..j _ 7- [y* + (h _£-^y J dergestalt be- 

stimmt, * dafs nun die Richtung dieser Hypotenuse 
dem Katheten y gemäfs i&u beurthcilen ist; wird also 
durch das •^— der Formel bestimmt, dafs der Krüm. 
mungsmesser allemal dem ip y entgegengesetzte Kich- 
tung an sich habe; wiederum vollkommen richtig! 

$• c4. Hiemit liegt es nun vor Augen, wie sehr, 
und wie wesentlich, unsere aus den Gründen der al. 
gebraischen Geometrie gefolgerte Ausdeutung des ^r 
in der Formel des Kriimmungsmeasers , von der oben 
erwähnten sonst gewöhnlichen Ausdeutung für söge« 
nannte convexe und concave Bogen verschieden ist» 
In der §. 17» schon angeführten Schrift ist die ganze 
Methode umständlicher behandelt , auch nament- 
lich durch' ihre Anwendung auf die Curve 
x^ — 7x* 4" 4^ + *-— y (F'g«^^-25) ein merkwür- 
diges Beispiel gegeben, was diese Methode zu lei- 
sten vermag; indem wir dafür gefunden haben, dafs 
die Krümmungsmesser für die Orte dieser Curve von 
U bis D ins Abscissen-f- und Ordinaten— >, von D 
bis F ins Ordinalen — und Abscissen— -, von F bis 
G ins Ordinalen -f- und Abscissen-j-, von G bis H 
u. s. w. ins Ordinalen -f- und Abscissen — gerichtet 
sind« Man sehe dort Seite 39« §. 44* • "vvo man auch 
jeden Wechsel in diesen Richtungen genau angegeben 
und anschaulich erklärt findet, 

0« 25, Auch habe ich in jener Schrift mehre 
Methoden angegeben, wie man sich der richtigen 
Ausdeutung des ip noch versichern kann , wenn 4nan 
auch anfangs nur die Länge desselben zu finden be- 
absichtigt halte. In der That wird für unsere Pra- 
xis, diese Länge, und dadurch die Gröfse der Krüm- 
mung zu kennen, meistens hinreichend seyn* Indes« 



I. 
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sen mag man sich zur Regel machen » für die Anlage 
des Calculs in «Hinsicht des Krümmungsmessers alle- 
mal einen solchen Ort M der Curve %vl wählen« des- 
sen Krummungsmesser MC entweder ins ^Ordinaten« 
-|- und Abscissen-— -9 oder ins Abscissen--}- und Or- 
dinaten- — geuchtet ist; weil dann allemal die For- 
mel, wie sie sich ergibt, demjenigen Richtungspare 
zugehört, welches in der Anlage- Zeichnung die ,be- 
jahte Richtung der MC ist, und die Gegengröfse der 
gefundenen Formel dem andern Richtungspare zu- 
gehört. 

§. s6. Wenn man vqn dem Krummungsmesser 
MC zu sagen weifs, wie er in Hinsicht des Abscis- 
aen- und des Ordinalen -ip gerichtet sej: so ist man 
eben dadurch über das in .M von seinem Kreise ge- 
Küfste Curvenelement völlig unterrichtet wie es in 
beider Hinsicht gelegen oder gerichtet seyn müsse ; 
und eben dieses macht den Grund der in jj. 17« er- 
wähnten schicklichen Abtheilung aus* 

Mag es indessen immerhin der Fall seyn, dafs 
wir für jede unserer künftigen practischen Anwen- 
dungen über dieses' alles, ohne Befragung der For. 
mein, durch den blofsen Anblick der Curve schon 
hinreichend gewifs werden können: so war es doch 
namentlich auch für die Anfönger in dieser Sache 
rathsam zu erfahren, dafs die sonst versuchten Ausle- 
gungen für Convexität und Concavität unrichtig sind» 

Eben so nöthig ist es, die ähnlichen Unrichtig- 
keiten zu kennen, welche bei polarischen Ordinalen 
bisher gewöhnlich geworden sind, 

Aufgabe. 

$» (27« Aus ^der obigen Formel 

rrr ; ^^ — ■ 1 .\ ■ ■ » weiche ein 

— dxady — dxddy 
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constantet Am voraussetzt, den Ausdruck 
des r für polarische OrdiiiateDt radios vecto* 
res y abzuleiten. 

Auflösung. (Tab. III. Fig. 4.) 

Mit PM ZI V den el^mentarischen Kreisbogen 
MN beschrieben« der von der verlängerten PF' in N 
getroffen wird, nachdem er das Curvcnelement 
ds zu MM' in M' getroffen hat, und mit einem belie- 
bigen Halbmesser PA den Kreisbogen ÄFF' beschrie- 
ben , ergibt sich 

PF : PM n FP : MN 
d. i. AP : V — AP.dy : MN also MN = vdy , in- 
dem (p den Kreisbogen AF bedeutet. 

Da nun in dem verschwindenden Dreiecke MNM' 
der Winkel bei N zum rechten Winkel wird, auch 
der Katbete MN , und « die Hypotenuse MM' = da» 
ihre Krümmung verschwindend haben : so hat man 
ds* — V* dy* -f- dv* , wodurch für den Zahler der 
gesuchten Formel schon gefunden ist » dafs er 
ds^ — (v* dy* 4- dv*)i seyn mufs. 

Um nun auch, den Nenner •— dx ddy der gegeb* 
nen Formel, durch die v und (p der gesuchtcfn Formel 
mit möglicher Kürze ausgedrückt zu erhalten , be- 
merken wir , da(s die gegebne Formel für jeden Bo- 
gen der Abscissenlinie und für jeden Anfangspunct 
der Absctssen gültig ist; daher wir zur sichern An« 
scliaulichkeit voraussetzen können, die Carve, wel- 
che durch polarische Ordinaten bestimmt ist, solle, 
falls man sie durch parallele rechtwinkliche Ordina- 
ten construirt haben woHe, gerade durch PX ~ x 
und XM =r y abgereicht gedacht werden. 

. Dann ist y m v . sin y, also dyiTsin^dv-j-v. dsin y 
u'nd ddy zz ain (p.ddv 4- d*dv. dsinjr -^ v. ddsin^). 
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Ferner ist dann x rr v^co» 9. also dx :jr co» 9),dv+ v.d co« (p 
und ddx — cos y . ddv-J-s . dv. dcoay-J- v'*ddxo«y. 

Da aber die gegebene Formel ein constantes dx 
also ddx rr o voranssetst: sa müssen wir fifr die 
.gleich folgenden Aedactionen bemerken » dafs wir 

5) etwa cos 9 . ddv n — d v . d cos y — v * dd coj 9 

5) oder 2 d V . d cos (p ZZ — cos 9 ddv — v . dd cos 9 
zu achten haben» 

Um nun dx ddy TZ (cos 9 • dv -j- r • dco«9) ddy 
zu erhalten» finden wir , 

1) cos 9 .ddy 
=: [cos 9 . sin 9 . ddv] + s » d v cos 9 d sin 9 + v , cos 9 dd sin 9 

Hierin statt des eingeklammerten Ausdruckes* zufolge 

$) den Ausdruck [- 9 d v sin 9d cos 9 - v . sin 9 dd cos 9] 
gesetzt« und die Diiferentialien d sin 9; ddsin 9; 
dcos9 ^"^ ddcos9, auf das Bogendifferential d9 
gebracht» ergiebt sich: 

1) cos 9 . ddy = s d V (cos 9^ -}- sin 9^) ^9 -{- v . dd9 
also auch cos 9 dv ddy — s . dv* ^(p -\- y . dv dd9. 
£s wird dann 

8) d«cos9 ddy 
s sin $.d cos 9 d()v4[9 dv d cos 9 d sin 9]+v.d cos 9 dd sin 9 

gefunden, und statt des Eingeklammerten, zufolge $) 
den Ausdruck [~C0S'9.ddv.dsin9-v .ddco8 9. d6iii9] 
gesetzt, und die Differentiale dsin9; ddsin9; dco8 9 
und ddcos 9 auf das Bogendifferential d9 gebracht» 
ergiebt sich : i 

2) d. cos 9 ddy — — d9. ddv + v. 6^^ 

al^o auch v. d cos9ddy — — v,"d9. ddv -}- v^d^^. 
Hiermit halben wir 

dxddy=:9dv^d9+v.dv.dd94-T^d9'-vd9.ddv, 

folglich aus der gegebenen Formel r tr' ; — rr' 

— dx dfiy 
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die £e3ucbte o ^n S z. — iL ^ 

\ ® ' ^ -fldv*cl53-vdvddy-v*dgp34.vdgpddT 

gefunden» 

.(Ebeix dieselbe Formel würden wir auch erhalten 
.haben,, wenn wir statt der Sabstitution $) uns der 
andern $) bedient hätten«) 

•.;.... _ . ■ 

Anmerkung. 

^ §• sg. Um ein ziemliches . mühsamer wird 

die Rcduction » wenn man von der Formel 

dy ddx — dx ddy , 

r ~ '^ j3 ausgeht, m welcher auch dx 

veränderlich angenommen ist« Noch neuerlich hat der 
Hr. Hofr, Mayer .{Sollst. Lehrbegr. der höhern Analy- 
sis, Th. I. §. I oo) diese Rednction» und gut geordnet durch- 
geführt; aber auch von ihm ist, wie es verrouthlich 
auch bei allen andern Mathematikern bald auf die« 
eem, bald auf jenem Wege sich ergeben hat, die 
Formel 

ds3 

^ — * ■■ ■ ■ ■■ ^ . 

^ 2 dv^ dy + V . dv ddy -f* v^ dq>^ — ' v . dy . ddv 
gefunden, also gerade die G.egengröfse der von 
uns gefundenem 

§. 30» Diese Uebereinstimmmig der übrigen 
Mathematiker rührt daher, dafs einige, auch von den 
neueren, am angelegentlichsten Kl ü gel in seinem 
mathematischen Wörterbuche, ausdrucklich 
behaupten, jede Formel für einen Krümmungsmesser 
müsse für jeden convexen und concaven Bogen ent* 
gegengesetzt bezeichnet sich ergeben» 

Wer nun dieses, mit Vernachlässigung des hier 
iiothwendigen ceteris parihus für einen allgemein 
durchgreifenden algebraischen Gegensatz anerkannt 
hat, dem kann es freilich leicht widerfahren, mit 
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dem irahrbafi: algebraischen *'iUchlang8-4:, welches 

für alle jfx und +7 zum Grande liegt» in Wider- 

epruch zu geratheri. • 

. ' ' • ■ "'" 

§. 31. In der That wird in allen den Zeichnnii* 

gen t die ich in dieser Hinsicht nachgesehen habe, 
jene einzig richtige Grundlage nicht beachtet; z. B. 
in Klug eis Wörterbuch Theil 3. pag^ 366* hat 
sowohl die Fig« 94, auf welche der Calcul angelegt 
war, um t für eine durch x und 7 bestimmte Curve 
zu finden, als auch Fig. 95, nach welcher die For- 
niel des ^ für polarische Ordinalen gefunden wird, 
der concave Elementarbogen ds eine solche I^age, 
dafs sein küssender Halbmesser in beiden Fällen $ith 
bejaht ergeben müfste, wenn man im ersten Fall die- 
sen Halbmesser nach der gewöhnlichen Fonnel 

ds^ 

r n 3— Tj , .. ■■ , bei Constanten dx also nach 

dy ddx — dx ddy 

A 3 

der gewöhnlichen Formel X ~ — -; — Tj- § tmd iin 

— - dxady • 

zweiten Falle nach der von uns- durch richtige -Re- 

daction gefolgerte^ Formel 

. _ ds^. - 

^ — fldv^dy — v^d^^ — V dv ddy -^ v dq> ddv 

i)in findet, und auch dieses MC = ^ bei polarischen 

Ordinären nach demjenigen ihm zulcomm^nd^n tri« 

gonometrischen if beurtheilt* welches dem Ipx des 

ds^ 
X ^n: , . ;- entsprechend ist* 

* 

Da aber Hr* Kl u gel in seiner Fig,'g5 den Win. 
kel 9 so angelegt hat, dafs dessen 4: v. cos q> gerade 
mit +x einerlei Richtung hat: so mufsie seine Re» 
ducirung ihm eine Formel geben, welche die Gegen- 
gröfse des richtigen ist. Daher wir nun schon aus 
der Entstehungsart dieser Formel, mit Hülfe > der 
von uns schon mitgetheilten Lehren es vorher sagen 



48 Q^P% XX. Krümmunpsmesier f 

können« dafs die von ihm giefundene gewöhnliche 

Formel g rtii MC rz ^ »ngcbon muff, also in allen 
denen, und nur in denen Fällen» wo der küssende 
Halbmesser MC bejahte S i n u s richtung an srch 
hat» einen bejahten Werth aussprechen kann, dör 
geküfste Bogen mag convex oder concav 
• eyn» 



/ Beispiel, 

§. 3o^ Man denke sich eine Parabel nach der 
Ojeichung yy ZZ bx construirt, so kann jede Sehne 
MM (III. Fig. 5), die ihren Anfang im Scheitel A hat, 
als poiarische Ordinate AM n v gebraucht werden. 
Der. Winkel swischen Axe und Sehne heifse 9, .so 
ist jedes AP n x — v . cos y und jedes PM zr y 
'ZZ V • sin <p9 auch v als absolute Gröfse behandelt, 
jedes (^) X ZZ V (4:) CO« 9? und fed^s (+) y r: v (+) sing>^ 
In den Formeln für den Hrümmungsmesser MC ~ ^ 
.bei poUrischen Ordinaten ist ea rathsam und be- 
quem, das Differential dy> als constant bq fordern, 
wodurch also dd^ ~ o, und die im $. 2g erwähnte 
gewöhnliche Formel der Analysten sich als 

ds^ rr (v^dy* + dv^)i bedeutend. ($. 23.) 

Von dieser Formel wird nun gewöhnlich behaup- 
tet, dafs sie den Hrümmungsmesser ^ für jeden 

coflcaren •> bejaht . j"ui.^ ^j 

convex^ ßog^*" yetueint angebe . und überhaupt der ge. 

ds^ 
wohnlichen Formel für parallele Ordinaten tZZ — 5 — rr- 

-r dx ddy 

~ 2 ^ jj — ^ entsprechend sey. 
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^. 3S* Ich behaupte dagegen ((J« si), dab dieaea 

da^ 

m r — MC ist» nämlich für den Krüm* 



— dxddy 

mungsmeaser MC die bejahte oder verneinte Abacia- 
aenrichtung andeutet« und dieser Formel entapre* 
chend für polarische Ordinalen die Formel 

ds' 
— * — ^^^2 ^y ^ ^a dys ^ vdy ddv 

aeyn mufs* 

$« 34* Um dieae Behauptungen durch eine An* 
Wendung auf die Parabel , ohne mühsame Rechnung» 
beatätigt za aehen» aej der Scheitel selbst der ge* 

küfate Funkt: ao haben wir unser i ZZ ' ' v: ■ ■ ^ ■' 

hu 

für alle Orte der Parabel in $* 14 schon gefunden» 
Für den Scheitel alao wegen 7 rr o» aogleich t ir h 

n -» dem halben Parameter gleich 1 und yfie dieaea 

b 
MC rr -» ina Absciaaen / -f- gerichtet. 

Da unsere Formel fiir f , auf den Scheitelpunkt 
A aie eingeachränkt t wegen v r:: o una MC IT 

» = ^ Jd^^ = ~ * di 6'^^ • *''* ^^^'Ä^' ^^'*- 
belgleicbung'v* ain 9)^ r= b» cos 9^aber 
flv ain q> . coa 9 . dy -J- slh 9^ dv rr — b . sin y ♦ dy, 
fÜLf den Scheitel also» wegen ▼ ±: o und q> n! 90^ 

dv b • , 

uns 35 ~ '^ •" giebt» ao haben wir nun ebenfalla 

b 
MC rr ^ :r: - durch unsere Formel vollkommen 

richtig gefunden; da- hingegen die );ewöhn]iche For« 

mel uds ^ rr ^-^ - » also für diesen concaven Bogen 
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I 

der Parabel keinesweges einen bejahten Werth geben 
würde 1 

* $• 35* Stau noch mehre einselne Beispiele auf- 
snführent wollen wir lieber ans allgenaefnen Grün- 
den und davon überzeugen , dafs weder die gewöhn* 
liehe, noch irgend eine andere Formel des ^, für po« 
larische Ordinalen mit Convexitäc und Concarität ihr 
Zeichen wechseln Icötine! wobei es aber nöthig ist, 
uns deutlich darzustellen , ^ya8 man bei diei&en Con- 
structionen durch polarische, drehende Ordinaten 
unter concaven und coiivexen Bogen zvl verstehen 
pflegt. 

* S- 36* Bei diesen Constructionen pflegen die 
Analysten von Concavität una Convexi;ät gegen 
den Pol «tt sprechen. Man, durchsieht sogleich, 
daTs nunmehr von den vorhin erwähnten Zweierlei 
Concavitäten und Convexitäten , 1) gegen die Basi^i 
^die Abscissenlinie^ Und c) gegen das latus^ die Direc- 
trice der normalen Ordinalen » nicht mdir die Rede 
seyn kann ; auck hier der radius vector CM , wie 
der gedrehte trigonometrische Halbmesser, er mag 
gerichtet aeyn wie er will, als eine absolute Länga 
zu betrachten ist, welche v genannt, dann z. B« 
daa ▼ • 'sin (p und v • coa jp dem trigonometrischen ip 
überlassen gibt. 

Da nun jede absolute Länge, wo sie neben be« 
jaht oder verneint gerichteten Linien in algebraischer 
Geometrie oder Trigonometrie vorkommt, allemal 
mit dem Zeichen -l* belegt gedacht werden mufs: 
so mufs nun auch jedes Differential dv, welches eine- 
Verlängerung der absoluten Länge v ausmacht, als ein 
^-{^ dV) und jedes dv, welches eine Verminderung 
der absoluten Länge v ausmachen soU^ als ein -^ dr 
aufgeführt und gefunden werden. 
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$. 57. Mag daher , (III. Fig. 6.) der radius ve-^ 
etor CM zH v Hegen und gerichtet seyn, wie er 
-willf da er als bejaht gerichtet behandelt werden 
nrnfss 80 werden wir durch angewöhnte Anschau- 
lichkeit am besten geholfen werden, wenn wir ihn 
jedesmal senithwärts gerichtet uns denken, das heifst, 
die Zeichnung der Curve so herumgewandt denken, 
dafs diese Vorstellung eintrete» « 

Sey nun F der Endpunkt des Kreisbogens 
äF tz: CA . arc 9 !::: a . y in der Kürze geschrie- 
ben, und FF' n a . d^f). Die verlängerte CF' treffe 
das Curvenelement MM' in M', so ist mit CM ZT v 
der Kreisbogen MN beschrieben, dv rr NM'; und 
wenn von der MT die Curve in M berührt wird, so 
ist dv =s NM' in NT werdend, das Curvenclenient 
MM' =r: ds mag concav oder convex seyn« wie es 
wilU In jedem Falle ist TM' rr ddv werdend« 

folglich das Curvenelement con Ja" • f® 

_ ^vj jj eitlen Zuwachs j^^ xtt» «^ j_- 

nachdem ddv ,£„, Abnahm« ^^r NT r= dv 

I 

ausmacht» Man sieht leicht ein, dafs dieses Folg« 
lieh eben so gut eintritt, wenn das Curvenelement 
nicht aufwärts, sondern niederwärts laufend, also T- 
. in Z fallend , die NZ ein (— ) dv wäre» 

Al»o ist der Bogen MM; *^"^'^ , je nachdem 

« 

ddv sicfi verneint ^^'S^^^t; mufs also in dem ge* 

■ » 

wohnlichen Ausdrucke 

(v«dQ)2-f dv^)J^ 
^ fldv*d({)-)-vdvdd(J»-f-v» dy» — v.dyddv 

*- dv^ . dvddO) . ^ ddv* 

dy^ ^ dy^ T- ^ ^ • dy^ 

. ten Gliede des, Nenners der Factor — ddv allerdings 
für einen cohcaven Bogen sich bejaht ergeben« 

1 • 



/ 
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Daraus aber folgt ja nicht, dafs auch der ganze Nen- 
ner »ich bejaht ei;gebe9 wie es diejenigen Lehrer vor- 
aussetzen müfstsn, welche den Factor ds de% Zäh- 
lers allem^ für bejaht zu achten fordern ! Zu ge- 
schweigen« dafs ich auch diese Forderung in der 
schon §• 17 angeführten Schrift als unstatihaft^^rwie- 
aen habe^ 

5. 38« ITebordies gibt es Curvenelemente, deren 
polarische ConcavitSt und Convexttlt durch den 

zweiten DifFerenrialquotienten - — - nach dem ge- 

^ dip-' ® 

wohnlichen calculatorischen Verfahren gar nicht be- 
stimmt werden kann. Denn wo sich -:; — • rr o er- 

.geben hat, da würde man }a nach jenem Verfahren 
nur zu sagen wissen, dafs dadurch nichu bestimmt 
werde« Dieser Fall kommt sehr merkwürdig in der 
Archimedischen Sptrale vor« Denn ihre Gleichung 

V ~ by der Kürze wegen b ~ — bedeutend • gibt 

ddv 
dv n bd^, also d9 constant gefordert, auch -p--^ zz o, 

und im ganzen Ausdrucke des q kommt dann kein 
sweites DiiFerentialverhältnifs vort welches über 
Concavität entscheiden könnte. Mehr über dieses al- 
les können Geübtere iii der angeführten Schrift finden« 

Hier aber, in diesem Lehrbuche für Anfänger, 
hielt ich für rathsam, jene Unrichtigkeiten ebenfalls 
zu rügen, W(^lche ' sonst auch Geübteren viel müh- 
, selige Conjecturen und vergeblichen Zeitaufwand ver- 
ursachen können« 
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Einundzivanzigstes Capitel. 

Die gröfstcn und kleinsten Kriuninuugen einer 

Curve zu finden^ 

$. t« Eine Curve hat in ihrem Orte M eine 
kieinsco Krümmung, wenn dfe Länge ihres dortigen 

rummang8n;ie68er8 MC m r eine .rocgt« ifl<« sie mag 
dabei bejaht oder verneint gerichtet seyn; daher man 
freilich, wie überhaupt bei Untersuchung des Gröfs« 
ten und Kleinsten # vor allem andern ^nach denj^eni« 
gen Werth fallen des ersten Difierentialquutienten zu 
fragen hat, in welchen er zr o sich ergibt. Da aber 

durch den yenieinlen Werth des dafür gehörigen zwei- 
ten Differentialquotienten allemal das Daseyn eines 

algebraisch «röf^len" MC entschieden wird: «o 
mufs auch in Betracht genommen werden, daf« nur 

bei bejaht gerichteten. MC. hiemit auch eine g^öUte 
Länge der MC bestimmt Ist, bei verneint gerichte- 
ten MC aber umgekehrt die algebraisch »rrof&iV ^^ 

eine ^leins't« ^^^S^ ausmachen mufs : woraus schon 
abzunehmen ist, Wie unentbehrlich unsere obigen 
Richtungsbestimmnngen der MC sich hier beweisen 
werden« 

_§. 2, Indem w^ir nun zuvörderst die Differential- 
quotieiiten in Aiiüptuch nehmen wollen, so wird 
dabei auf folgende Weis« zu verfahren seyn. 

Wenn wir durdh die auf^^cfuiuleiien Werthfalle 

\t ' 

V des >|- =: o, diejenigen Orte M der Gurve aufge- 
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funien haben , deren Krümmungsmesser MC rr t ei- 
nen eminenten Werth bat (Cap. XVII. §. sj.) * '^ 
niufs nun« ob diese Eminenz- eine gröfsere oder Klei- 
nere Länge, aU die ihr benachbarten MC ausmache, da- 
durch entschieden werden, dafs man auch den zweiten 

Quotienten -^ — r-, findet, und nachdem man ihn auE 
^ dxdx 

denselben Ort M eingeschränkt hat, genau beachtet, 

ob sein bejahter oder verneinter Werth dem ip des 

dortigen MC zz X gleich^ oder gegen stimmig sey. 

Durch die Uebereinsiimmung wird entschieden , dafs 

die nMchstbenachbarten r länger werdend , also die 

absolute Gröfse" des untersuchten MC n: r eine klein- 

ate L^nge, also die Krümmung eine gröfste seyn ; 

und durch die Nichtübereinstimmung wird dagegen 

öine kleinste Krümmung erwiesen. 

$• 3. Diese Lehren sind einleuchtend. Wenn 
wir aber z. B. auf die äufserst einfache Curve, auf 
die Parabel nach der Gleichung yy ~ bx sie anwen* 

h 

den wollen: so haben wir, h ir — bedeutend, 

iür jeden ihrer Orte M den Krümmungsmesser 

MC = r = ^^^-t^^. also 

tili 

■ 

= -f- (7' + h')f . 

V 

dr 

Demnach würden wir ^j- ZZ o nur erhalten. 

dx • 

wenn y^ + h^ rf o , also y* rr — h^ , also 
ymir-^hh wäre. Ein unmögliches y! wodurch cnt- 
achieden wird, dafs es für keinen möglichen Ort der Pa- 
rabel ein eminentes r geben könne, das heifst, ein 
solches, dessen erster Difterentialquotient zz o %Qy, 
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Gleichwohl ist es einleuchtend, daff in dem Scheitel 
der Parabel eine gröfste Kracnnaung Statt findet, 
indem dort ( ~ b • also Kleiner a]$r in jedem andern 
Orte dieser Curve sich, ergibt i (M»n wird nachher 
in^S« 11/ und ^. 13. die Sache erklärt finden.) 

§. 4. Eben so ist es bei der Ellipse nach der 

Gfeichung yy zz h}i -^ — xx einleuchtend, dafs sie« 

wenn a als die Axe, welche dem Faran^eter b %ilge* 
hört, die gröfsere, also ihre andere Äxe c die klei- 
nere ist, wie wir der Kürze wegen annehmen wol- 
len, in den beiden Scheitelpunkten der Axe a eine 
gröfste Krümmung vorhanden Ist, welche wiederum 

dy 
vermittelst des -p :r Q » aus dieser Gleichung me- 
thodisch nicht gefunden werden kann. Denn den 
Kriimmungsmesser r nach der gewöhnlichen Formel 

X zz — -5 — T-r- gefunden, haben wir 

Der erste unter den beiden veränderlichen Facto- 

dv 
ren, von welchen man eine Vernullung des — er« 

Ä .«. a b 

warten könnte, würde ein x rz — + — VC^A — '*-'-?)■ 

ö ^ a * a - b' 

c c 
also, da der Parameter !z: b — ist» ein bejahtes x 

a 

gröfser als die Axe a, und ein verneintes x« kleiner 
^als o verlangen, dergleichen für irgend einen mögli« 
chen Ort nach dieser Ellipsengleichung nicht vorhan- 
den sind. Gleichwol würde die Bestimmung der 
gröfsteu Krümme in den Endpunctea dei^ Axe a ver- 



56 Cap. XXI. Gröfste 

nittekt des DifFerentialquotienten» gerade von dieaem 
Factor abhingen müsaen. 

$• 5. Denn den zweiten verSnderlicben Factor 
Z- o verlangt, gibt um x = — , und somit zwei Or- 
te der EUipae an, von denen der eine O genannt, 
der bejabten Ordinate y n -|- - , der andere n U 

c 
genannt, der verneinten Ordinate y r= -*<- *- zu« 

gebort« 

%. 6« Wollen wir nun metbodüicb, vermittelst 
des zweiten Differentialquotienten, es bestimmt wis« 
•en« ob die* Krümmungen in diesen Orten O und U 
gröfste oder kleinste seyen: so müssen wir den zwei- 

ten Differentialquotienten \ ■ % suchen, nnd nun 
•eben . ob er aof x := - , und dabei dann 1) auf 

y n -| — und ö) auf y rr eingeschränkt , in 

t) den Krnmroungsmesser OC, in ft) den Krüm« 
mungsmesser UC, gleich oder ungleich bezeichnet 
uns angebe! 

%, 7, Den in §• 4. bereits gefundenen ersten 
Differentialquotienten 

durch j^ rz T^ . P . Q. ^er Kürz« wegea getehri»* 

ben. haben ww ^jgj = CTb U P* d? + ^^17/ » 
Und kpmmt es nun darauf an« das Zeichen Ip dieses 
zweiten Differetitialquotienten i^u finden, wenn die- 
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•er allgcmdlne Ausdruck desselben auf das x n: — • 
und dabei auch i) auf 7 IZ -j* — für den Ort O, 

und 2) auf y ZI — — für den Ort ü einge* 

•chrSnKt ist« 

6 
Da nun der bejahte Factor «j-r in Zeichen nichts 

ändert«' ans §• 5« aber schon bekannt ist, dafs für 
a /"ex ^ 

xrr - sich Q zz 09 also P :zy^-}-oir(-j 

sich ergibt : so mufs für x ~ — das erste Glied in 

• '^ 

obiger Parenthese sich zz o. und demnach das ganze 

jp- T- : : : P* "^i **^^ ergeben , jedes seiner 

a 
X ZI — gesetzt. 

Da nun ferner aus der Ellipsengleichnng 

sich ay JT— r'*~®"*J ergibt , folglieh obi- 

^ . b bb , bb 

«es Qzib — ö- X— a ha — x, 

^ ^ a aa ' aa 

uns -r-zr — a l-a — für alle x * also auch . 

dx , a * aa 

für X z: - gibt; für x rz - «her . « 

r^ ZI T" •— — ± - «eyn mufs ; so wissen wir 
nunmehr» dafs der zweite Differentialquotient^ auf 
X IZ — eingeschränkt, ein 



ddr 
dxdx 
%eyn mufs. 



■■=(±):-(-'-S)-±<-s<H)") 
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$. &• ^0 lit nun c die kleinero, a die grbUere 

EHipsenaxe, oo hat man -r-4- ::: — ( ) - ; und 

dxdx \.— y 3 

da nun nach §.4. r ::: (±) - sich ergibt, also so- 

c c 

Avol für y n: -^ als für y rr — - , der zweite 

Differentialquotient dem t ungleich bezeichnet aus- 
ßllt; 80 muf« in beiden Fällen, also sowol für den 
Ort O, als für den Ort U, die Länge des Krüm- 
mungsmessert eine gröfste, folglich die Krüm- 
mung eine kleinste seyu« 

IL) Soll « die grofsere und a die kleinere Axe 
seyn, so hat man 

. ^%i •••• (±) ^ .°°^^" ^0'»»^« ^'•' (i) i i 

wodurch also nunmehr in O sowol als in U eine 
gröfste Krümmung bestimmt wird? 

Ein einleuchtend richtiges Kesultat, 
durch unrichtige Mit Beisätze gefunden! deren 
Unrichtigkeiten durch die hier vorhandenen Gegen- 
•ätze allerdings sich unschädlich machen konnten. 

§• 9* Da wir t nach der gewönlichen Formel 

ds* 
t rr — « , gefunden hahen : so wissen wir aus 

unsern Lehren im Vorigen Capitel, dafs wir hier mit 

einem MC ZU i e% zvl thün haben» also auch z. B* 
für I.) in §. 8- sich uns 

mufs ergeben haben» deren Richtungsgröfse we- 
der bejaht noch verneint, also eine o seyn ninfs* 
weil ja die normale Axe c iron der Abscissenrichtung 
g^r nichts an sich hat* 
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Wpnn "Wir dieses deutlich eingesehen« eben dar- 
aus geschlossen hätten, dafs href für die Krüaimungs- 
messer OC und UC lediglich ihre Lttnge bestimmt 

ddt 
werde, and das für ihr > ■ . gefundene Zeichen 

dxdx ** 

— im Falle I . ■ , ,, , subtractiv 

+ im Falle II lediglich ^^^j^.^ zu verstehen sey. 

Verltleinerunfir 
lediglich eine Vergröfserung ^^^ benachbarten t an- 
deutend sey ^ dann würden wir allerdings durch 
richtige Schlüsse zum richtigen Resultate gelangt 
sejn, für diese Aufgabe. In andern Aufgaben 
könnte die unrichtige Behauptung, dafs OCzrr:;: + c 
und ÜC n;: r ::: — c sey. für die Aufgabe selbst ei^ 
ne unrichtige Antwort veranlassen, noch häufiger 
aber durch Verbindung mit andern Untersuchungen 
in Irrthum führen« 

■ 

£twa zu sagen , dafs man nur r = C O , statt 
r = PC, zu verstehen brauche, um hier richtig, 
zu werden, würde ein eigentlich seichtes Palliativ 
seyn. 

. . $, 10. Das völlig richtige Verfahren ist fol- 
gendes. Da die vorhin aufgefundenen MÖz:zilx:(ii)C 

und -— i- ::: — (+) c für Fall I , auch -r— -I- :♦: (+) c 
dxoK dxdx 

für Fal) II, weil c nichts als Ordinaten richtung an 

sich hat« für diese Richtung zu bestimmen wären; 

• • • • Ofl 

00 müfste für sie die andere Formel MC zr r nr -; — 7^ 

' dxddy 

•• ♦• 
befolgt seyn. Indem nun diese uns MC r: r ::: — C±) c» 

und 3^ — (+) c für Fall I, auch Jl^L :=:_(+) c 
dxdx ^ dxdx 

für Fall II geben mufs; so wird nun alles mit den 

wirklich vorhandenen Richtungen WJi^hrhaft überein* 

stimmend, auch das richtige ReeuUat duf vüUig 
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richtigem Wege gefunden, filr die seit $« g* ^^' 
handelten grörsten nnd 1i1einj>ten Krümnaangen in 
den Grenzpankten der normalen Äxe c* 

$• II« Was nun aber die in $. g. auch erwähn- 
ten gröfsten oder kleinsten Krümmungen in den 
GrSnzpuncten der Zwerchaxe a betrifft ; so können 
diese durch die gewöhnliche Methode vermittelst der 
Differentialquotienten schlechterdings nicht gefunden 
werden, weil ja in diesen Gränzpunkten » und eben 
so auch in dem oben schon erwähnten Scbeitelpnncte 

dy 
der Parabel , -~- weder ZZ o noch n OO ist« Ferner 

dx 

mnfs ml^n bedenken« dafs diese Krümmungen nur 
als einseitige gröfste oder kleinste zu finden sind. 
Denn obgleich ^.B. die Parabel der Gleichung yyzzhx, 
eben deshalb auch algebraisch nur eine einaige Corve 
ausmacht, weil sie durch diese eine Gleichung be- 
stimmt wird : so wird doch ihr einer Schenkel durch 
di^ Reihe der bejahten Ordinaten y m -j- T*b;c» ihr 
andrer unterer Schenkel durch die l^eihe der ver» 
neinten Ordinaten y rr r- T*bx bestimmt« 

Da jede von diesen beiden Reiben nur für be- 
jahte x mögliche y • und daher mögliche Orte dei* 
Curve bestimmt; jede Untersuchung für gröfste und 
kleinste Werthe aber allemal lauter durch einer^ 
lei Reihe bestimmbare Werthe voraussetzen mnb: 
so hat man für den dem Scheitelpuncte A zugehört« 
g.en Krümmungsmesser AC in Hinsicht des l^ejahten 
Curvenschenkels zu fragen » ob sejne nächsten mögli- 
chen Nachbaren, für ein unendlich kleines -{-x länger 
oder kürzer als er selbst sind ; und eben diese Frage 
ist dann auch in Hinsicht des verneinten Curven- 
schenkels auf :&ii Wolfen. 

jj« 12, Will man dieses Länger oder Kürzer 
durch den aweiten Differentialquotientea u^terM- 
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cheUf 60 g<*lten diifür dieselben Regeln, weichein 
$. 2 gegeben sind i obgleich hier -p ir o nicht ist« In- 
dessen habe ich in meiner neuen Theorie des Gföfsten 
und Kleinsten gezeigt, wie man selbst auch» wo 

dy • '-^ dy 

-r^ zr o ist, besonders um die Fälle — ~ OO mit 

dx dx 

zo, umfassen , auf andere Weise kürzer und anschao* 

lieber schliefsen kann. 

$«13. An der Parabel ist überhaupt der Kriim« 
mungsmesser MC ~ t ~ ^^ — rr — > f**' ^^" Schei- 

telpunct A also der Krümmangsmesser AC ZT ^r~ , 

also Kleiiier als die nichsten Nachbaren für ein un« * 
endlich kleines j, es mag bejaht oder verneint ge« 
pommen werden ; daher hier freilich sowohl in Hin- 
siebt des bejahten als verneinten Schenkels sogleich 
erwiesen ist, dafs in A die Krümmung eine gröfste 
sey. Aber durch solche leichte Beispiele mufs man 
sich nicht irren lassen # und die neuen Lehren ffir 
iinnöthig erklären wollen, welche allgemein und 
methodisch durchgreifend sind^ 



62 

Zweiundzwanzigstes CapiteU 

Partielle Differentialgleichungen* 



Lekrsd^tz. 

$• 1. Wenn U eine Function von Äwei, drei 

oder noch meht Variabein w, x, 7, z, * 

ist« und 25wei derselben, x und y, mit con^ 
stauten Urdiff erentialen dx und dy belegt 
sind: so mufs rd^dU :n »d/dÜ »eyn» 

B 0f w € i s* 

(W|X,y,a5, .*) 
"§. ü. Dergleichen Function durch U 

angedeutet, würde, was aus ihr geworden seyn muf«« 

wenn man blofs ihr x mit A^t oder blofs ihr y mit Ay^ 

oder ihr x mit A^ und zugleich y mit Ay belegt 

hat, durch 

(w,x+Ax,y,«, ...) » (w.x,y+Ay>»* -.) ♦ (vV',3t+Ax,y+Ay.«i ..) 
ü . ü , U 

bedeutet werden ; statt dessen wir aber, 

(Ax) (Ay) (Ax^Ay) 

Ü ♦ ü . u 

der mehren Kürae wegen schreiben wollen» 

Da nun jede Functionsdifferenz dadurch gefun-» 

den werden kann, dafs man von der belegten Fan*, 

ction die unbelegte abzieht, 

(Ax) (Z^tAx) Ay Ax 

folglich rA-^AÜ STA (Ü-Ü) a ü - U - (ü^ü) 

(Ay) (Ax.Ay) Ax Ay 

und »A.yAUä^A(U-ü) 3 U - ü - (Ü-U) 

(dy.dx) dy 

also auch xd^dU rr ü — . U — U ' 

(dx,dy) dx 

und ^drdV = U — TJ ~ U, 

also beides einerlei seyn mufS| indem es durch sich 
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\ ^ Ax.Ay Ay.Ax 

pelbst einleuchtet, dafs sich U ~ U erge* 
ben, vbllig einerlei Form und Gröfse es geben müsse, 
ob man in der Function U 

i) zuvörderst jede« ihrer x mit A^» ^^d dann erst 
jedes ihrer y mit Ay belege » oder ob man 

s) zuvörderst jedes ihrer y mit Ay« und dann erst 
jedes ihrer x mit ^x belege» 

Beide Belegungsfolgen l(6nnen auch nichts an« 
ders geben ^ als was man durch gleichzeitige Be« 
legung des x und y erhalten würde. (Wir Infinitesi- 
malisten könnten auch dieses Einerlei ganz systema« 
tisch erweisen, indem wir den Zeitverlauf zwischen 
beiden Belegungen unendlich klein und rr o w^er* 
dend fordern, auch dieses o sogar wirklich leisten 
Können , wenn wir mit der rechten und mit der lin« 
ken !Haad gleichzeitig belegen.) 



Anmerkung^ 

^. 3« .Der Beweis ist aus dem allgemeinen Be* 
griffe einer Differenz so unmittelbar abgeleitet, dafs 
er auch für variable Belegungen gültig seyn mufs» 
Da ich aber in dem Lehrsatze dx und dy als con^ 
staute Urdifferentiale gefordert habe: so ist damit 
auch gefordert, dafs x und y zwei von einander uu- 
abhängig veränderliche Gröfsen seyn sollen. Ue-^ 
berhaupt ist es kaum zu erinnern nöthig, dafs wir 
allemal unabhängige Variabein wollen verstanden 
wissen, bis wir sie solchen Formen unterworfen ha* 
ben, durch die sie offenbar von einander abhängend 
geworden seyn müsaen. 
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Seispiele für den Lehrsatz^ 
5. 4. 1) Sey U — x^.y^.Iofl z, so hat man: 

yd ^dU — log z/öx. 3y ^ dy dx ^dydU — log z.3y*.2x dx dy 

2) Werden in diesem ü ~ x^ . y^ . log z die x 
unbelegt gelassen , aber y ui^d z belegt: so bat man 

ydü = x* A^ 2 . 37^ dy . 'du rr X* • y^ . d log « 
»d ydU n X* . 3y ^ dy.d (og » rd »du r: x* . jy* dy . d (og z t 

also uns gewifs, dafs sich auch hier 'dTdU ±: Td'^dU 

ergibt, wir mögen es schon wissen» dafs d log z rr — 

ist, oder mögen dieses logarithmische Differential 
noch dahin gestellt seyn lassen« 

3) U = (sin xy . log gibt 

^düzilogy-ö.sinx.dsinx ydÜ=s($in x)* . d logy 
yd^UtZd.sin X d sin x.d (og y 'drdUaa.sin x d sin x.d log y 

Auch hier sehen wir den Lehrsatz schon bestä«- 
tigt, das trigonometrische und logaritbmiscbe Diffe- 
rential möchte seyn, was es wollte; weil wir ja 
durch diese Ungewifsheit nicht verhindert wurden» 
diese U, in so fern sie eine algebraische Function 
der beiden Variabein sin x und log y ist', als sol« 
che in Hinsicht des Lehrsatzes zu prüfen. 

Uebrigens aber ist es ans dem Erweise einleucb* 
tend , dafs der Lehrsatz auch jede transscendente 
Functionirung mit umfassend deyn mubT Ein Bei* 
spiel Bey die folgende exponentiale: 

4) Sey ürrx*, so ist »düzzz.x«-»dx (VI j^ii.) 
und «d*dür:3i»-«dzdx-}-zdx.»d.x«^» (VI. $. 31 ) 

nx«-»dzdx+zdx.x«-^tdz,Ix (XII. (3*^) 
Dagegen 

18t »dU=ix»dz.lx (XII. (3.) 
und xd»dü 3z^x«~«dz.dx.U+x^dz.dIx (VI. JJ. 3i,^XII.$. ß) 

sz.x«^»dz«dxjx+x«*"*dz,dx (weil dlxn— -) 
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$, 5. Dieser Lehrsatz , dafs für jede Function U 
zweier von einander unabhängigen Variabein , au^h 
bei Constanten dpcunddj, allemal sich yd^dUzz^dydU 
ergeben mufs, ist nicht nur für die Difterentialglei- 
chung 9 wie . wir schon am Ende des gegenwärtigen 
und' in den bilden folgenden Kapiteln sehen werden» 
sondern auch für di6 Integralrechnung von grofsem 
Nutzen; und es ist sehr schiclclich» sogleich einige 
vorläufige Kenntnifs schon hier davon mitzutheilen. 

§» 6* Dieser Nutzen besteht darin» über einen 
mit dx und dy belegten Ausdruck uns gewifs zu 
machen» ob'es ein reelles oder imaginäres Dif- 
ferential sey» das heifet» ob es irgend eine Function 
des X und y geben könne » durch deren DifFerenzii- 
rung das vorgegebne Differential entstehen könne, 
oder ob dergU Function unmöglich $ey. Um z. B» 
die Differentialgleichung 

dürrgy* .dx-|-4xy»dx 4-6xy»dy-}-2X* dy 
der Probe zu unterwerfen» bedenken wir, 
dafs >^dü = (3y2 +4xy) dx und ydü r:(6xy-fax^) dy ist» 
also yd «du n(6y+4x) dx dy und »dxdU — (6y +4x) dy dx 
sich ergibt» Da nun diese beiden zweiten Differenz 
tiale einander gleich sind : so ist das vorgegebene dU 
aiietdings ein mögliches Differential. In der Integral- 
rechnung wird es dann auch gelehrt werden, wie 
man sowohl aus yd^dU» als aus dem ^ydU auf dU 
surückschliefsen kann » und in der Tbat durch bei- 
derlei Schlüsse auf einerlei dU wieder zurückkommt» 

§, 7. Wenn wir dagegen die Differentialgleichung 
dU rz X* y^ dx + a^ x* y^ dy der Prüfung unterwer-» 
fen » ao haben wir 



^^dUnx^y^dx 
yd^dUirSx^y^dxdy 



ydUrra^x^y^dy 
^dydünaa^xy^ dy dx » und 



sind durch die Ungleichheit dieser beiden zweiten 



5 



\ 
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Differentiale sogleich versichert« A^U dieses clU kein 
reelles , kein mögliches Diifcrential ist. Durch die 
Lehren der Integralrechnung wird uns auch künftig 
erhellen» dafs das Diiftereniial yd ^dU zr 3 x^ y^ . dx . dy 
nur aus einer Function entstehen kann« \i''elche das 
Glied x^ y^ in sich hat ; und dagegen das andere Dif- 
ferential statt dieses Gliedes das Glied a^x^y^ ver- 
langt. Da es nun unmöglich ist, dafs diese beiden 
Glieder bei allen veränderlichen Werthen des x ein- 
ander gleich seyn konnten : so liegt hiermit am Tage, 
dafs die Vermuthung, als ob das vorgegebene Diffe- 
rential du aus irgend einer Function mit zwei von 
einander unabhängigen Variabein x und y entstehen 
könne, mit den erwiesenen Regeln der Differential- 
rechnung im Widerspruch steht« 

Quotient en- j^us druck des Lehrsatzes» 

§,8« ^^ ^^i* jedes U, dessen x und y mit con- 

stauten dx und dy belegt sind , 

allemal yd^dü = =^dydü seyn mufs: so mufs auch, 

wenn *dü ZI P dx und ydü rz Q dy gefunden ist, 

allemal yd.Pdx z= *d«Qdy, folglich 

^ ydP ^dO 
niich — ^ zz — ^ , 
dy dx ' 

^ *dü ^ ydü 

das ist dx zz dy , 

dy dx 

wegen des cons tauten dx und dy, 

yd , xau _ xa , ydu 

dy dx dx dy 

§. 9. Unter dieser letzten Form ist der Lehrsatz 
noch eben so bequem als unter seiner ersten in §» 1., 
um für ein vorgegebenes Differential, 
welches dx und dy enthält, 

z. B. für du ZI 3y^ dx-J-4xy dx-j-6xy dy-j-2x^ dy 



/ 
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au prüfen, ob es ein reelles, mögliche» 
Differential sev, das hfifst, ob es wirklich einei 
Function ü noil zwei constant belegten Variabein 
X und y geben könne, deren GesamtdilFerential die- 
ses dU seyn würde! 

Da man für das vorgegebene du * 



>^dU 



^'^^drdr = 6y+4x 



ydU 



und --7— r=:6xy-j-2x^ hat, 
-; — r- ~ 6y + 4» findet : 



80 trifft die Probe zu., und so sind wir versichert^ 
^dafs es ein U als Function zweier veränderlichen 
Gröfsen x und y gibt, durch deren Belegung man 
das vorgegebene dlj als ihr Differential erhält. Auch 
werden wir durch allgemeine und bündige Regela 
der Integralrechnung schliefsen lernen, dafa nicht 

nur aus diesem -s — - — ~ oy + Ax auf die Function 

dy Hx -^ ' ^ 

U rr 3xy^ -}" -x^y zurück zu schliefsen ist, sondern 
auch dieses -j — — ~ oy + 4x gerade eben dieselbe 
Function verlangt« 

JJ, lo. Wenn dagegen bei irgend einem vorgege- 
benen Differentiale dU, für die beiden Quotienten 

yd^dU . ^dydü , , . , . ™ u • u • -u 
-; — 7— und ". — r — nicht einerlei Werth sich ergibt; 
dy dx dx dy ° 

so werden dann die Lehren der Integralrechnung uns 
versichern , dafs diese beiden Quotienten auch zwei 
verschiedne ü noth wendig erfordern , also irgend 
eine Function U, aus "welcher beide entstehen konn- 
ten , nicht möglich sey. Unbedenklich können 
wir dergleichen du ein unmögliches, imaginäres Dif- 
ferential nennen. Denn eben so, wie in der Algebra 

1 — 1 eine unmögliche Wurzel, und — -aa ein un- 

5 * 
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mögliches Quadrat g#;inannt wird, weil diese Forde- 
Tongen mit allgemein und rathsam angenommenen 
Difinitionen und bündig erwiesenen Lehren der Al- 
gebra im Wider5pruch stehen; man auch in der Tri- 
gonometrie einen Sinus gröfser als den Halbmesser» 
einen unmöglichen Sinus nennt, weil er mit der De- 
finition des Sinus sich -viriderspricht ; eben so kann 
und mufs man jedes piiFerential und jedes Integral 
unmöglich nennen, welches mit den richtig erwiese- 
nen Lehren der Differential* und Integral- Wissen* 
Schaft im Widerspruche steht, obgleich dessen 
Ausdruck mit irgend einer algebraischen oder 
trigonometrischen Unmöglichkeit nicht 
behaftet seyn mag* 

Wenn wir b. B. für das in $• 7. vorgegebne dU 
gefunden haben» dafs -t — -r— ~ 3x*7* und dagegen 

•> ■ - — aa^xy^ sich ergibt: so sind wir dadurch 
dx dy 

versichert, dafs dieses vorgegebene dU als Differen- 
tial einer Function von zwei unabhängigen Variabein 
X und y nicht möglich ist, 

JJ, 11. Bei du rr sax^dx-f- 47^ ^7 ^^^6^ sogleich 
vor Augen, dafs es ein mögliches Differential ist, 
weil es offenbar ist , dafs ' 

aus der Function U ir ax^ -|- y* sich 
das ' Differential dU rz 3ax* dx -f- 4y3 dy ergeben 
mufs. 

Es ist schlechterdings nicht zu iSugnen, dafs die* 
ses U eine Function zweier Variabein x und y sey, 
und dieses dU dem Lehrsätze unterworfen seyn mufs. 

Da es — :— nz 3ax* und — p- rr 4y^ in sich hat, 
dx dy ^^ 

yd^dÜ , , ^dydü_ , 
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cbes nicht nur dem Lehrsatz^, daie •? r— rr-r-i — r- » 

dy dx dx dy 

kürzer t daCs rd^dU ~ ^d^dü eeyn soll, keineswegs 
widerspricht, sondern auch andeutet« dafs die Frage, 
ob das vorgegebene dU ein mögliches Differential 
sey, sogar für alle diejenigen dU zu bejahen ist, 
welche ebenfalls , wie das vorgegebene , ihr 
Td*dü rr o ~ »drdU, dem gemeinschaftlichen — o 
zu verdanken haben. Dergleichen dU kann es nun 
ungleich mehre geben , als wenn sich, diese Gleich- 
heit ein gemeinschaftliches = X , oder ein gemein- 
schaftliches ~ Y, oder sogar ein gemeinschaftliches 
rr X -|- Y ausbedingen mafs, dessen X und Y wirk* 
lieh bestimmte Functionen des x und y seyn sollen. 



In der That werden wir in der Integralrechnung 
durch ihre allgemein erwiesenen Lehren folgern IsLotk' 
nen^ dafs sowohl dieses yd^dU rr o » als auch die- 
ses *dydü ~ o einem jeden ü — X + Y zugehören 
könne, dessen X irgend eine Function des x» und des- 
sen Y irgend eine Function des y ist, sie sey, we^ 
che sie wolle. 

§• 13. Sey dU n: ad:t 4~ bdy , so hat man 



dx =* 

dy dx "^ 



ydü _ 

dy — 
'dydü 

~ o 



dx dy 



Sey dU n a.dx gegeben» so ist 
auch du ~ adx -f- o. dy 

»du ^ ydU 

also -; — ~ a und -r— :^ o 
dx ^ dy 

, yd »du ^ xdrdü 

also T^T* ~ o und r- — -— n: o 

dy dx dx dy 



\- . • 
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Durch diese Beispiele ist nutK verständlich ge- 
"Worden der folgende 

Zusatz^zum Lehrsatze. 

§♦ 13. Der Lehrsatz, dafs yd^dU rr ^dydü seyn 
murs, wenn du — *dlJ -|^ ydU ein mögliches Diffe- 
rential seyn soll, bleibt auch gültig, wenn ^dU oder 
ydU oder auch beides schon eine blofse Schein- 
fuqction» oder coustante Gröfse» oder auch n o'ist« 

A^nwendung auf drei belegte P^ariab ein, 

§. 14. In Functionen U mit drei belegten Variabein 
^, y, z wcifs man, zuvörderst 

nur xundy belegt gedacht, dafs jj^—=^^^^. 

. »d^dü »^d^dlJ 

dann 



X # SB # . « 



* dx dz "" dz dx * 

. ,,, ^ yd^^dü ^dydü 

endlich y # z * # , # -r — r— =-; — -r^seyn 

^ dy dz ds^ dy 

mufs, jedesmal nach dem Lehrsatze §• i.» den wir 
für ein U von noch so vielen Variabein gültig vorge- 
tragen haben, von denen nur ihrer zwei belegt ge- 
dacht; wurden, 

§. 15. Wenn wir daher ein vorgegebenes dU, 
welches dx und dy und dz enthält, in Hinsicht sei- 
ner Möglichkeit und Unmöglichkeit prüfen wollen: 
so müssen wir die Prüfung in §. 9. zweimal anstel- 
len. Denn wenn nur zwei von den so eben aufge- 
führten Gleichungen zutreffen, so ist uns dadurch die 
dritte schon gewifs. 

Erklärung, 

§♦ 16. Zum Beispiel yd^dvdyd^lJ bedeutet e^ 
fünftes Partialdifferential des U, dadurch gefunden,' 
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dafs man 

zuvörderst *dü=:P.dx, 

dann xd^cdü^yd . Pdx = Qdy . dx , 

daÄn rd Jd^dU = yd . Qdy dx = Rdy . dj dx , 

dann ^cjjy^yd^dü^M.Rdy dy dx = Sdx. dy dydxr ., 

endlich yd^drdyd^dü =:yd . Sdx dy dy dx = Tdy.dx dy dy dx 

findet« 

Hieraus erhellet , was es heifsen soll» wenn man 
behauptet, 

dafe ydMydyd^dü — »^d^dydydydünTdxdxdydydy 

auch — ydydyd^d^dU— Tdydydydxdx 

yd'^dydydxdü _^d^dydydydlJ 

dy dx dy dy dx dx dx dy dy dy 

_ydydydj^dU_ 

dydydydxdx 

Lehrsatz 2. 

§. 17. Wenn eine Function ü , na mal auf x, 
und n mal auf y differenziirt idt, es mag geschehen 
^eyn, in welcher Ordnung es wolle: 60 ist das da- 
durck erhaltene (m -|- n)*« Difterential allemal 
— 3cd«n^yaii. ü und auch =r yd" . ^cam, y, folglich auch 
jedes -"«^d^.yd", ü rr yd".^d™. U, das heifst: man er- 
hält einerlei (m-|-ny«« DiBferential , es miag ü zuvör- 
derst m mal auf x» und dann noch nmal auf y diffe- 
rt'naiirt werden , oder es mag umgekehrt ü zuvör- 
derst finial auf y» und dann noch mmal auf x diffe- 
renziirt werden* 

B e to eis. 

§. 18. Da jedes yd^dü auch^ r: *dydü seyn 
mufs, nach dem Lehrsätze §• 1«, wenn ü eine FünH- 
tion von X und y ist, und auch nach dem Zubatze' 
§• .139 wenn U nur noch eine Scheinfunction von y 
wäre: so ist sogleich gewifs, dafs man 
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zum Beispiel yd^dydrd«dU — Td^drd^drdü anse- 
tzen, nämlich das erste dem J17 nächste ^d mit dem 
ihm nächsten Td die Stelle wechseln kann« 

Da nun eben so auch ferner yd*d(ydü)r:^dyd(r^U) 
bleibend seyn mufs (wiederum nach dem Lehrsatze 
§• 1.9 wenn (ydU) noch eine Function von x und j 
nx.^ wo nichtp doch nach dem Zusätze §• 13*) • ^^ 
haben wir nunmehr schon 

Td»dydyd»dü rr yd*d»dydydU, und sind auch völ- 
, lig versichert, dafs -wir auch fernerhin jedes ^d, dem 
noch ein yd zur Linken stände, in dessen Stelle hin- 
nuf treiben könnten, bis wir ^d^dydydydU erhalten 
hätten« 

Eben so einleuchtend ist es, dafs man durck 
umgekehrte Anwendung ^es Lehrsatzes 1 , jedes lA 
hinauf und jedes 'd herab treiben könntet bis mm 
ydydyd^d'^dü erhalten hätte. * 

Dafs nun eben dieses Hinauf- und Hinabtreiben, 
welchen hier nur Beispielsweise an einem fünften 
Differentiale dargethah ist , auf jedes (m -|- n)<« an- 
wendbar sQj t Hegt eben durch dieses Beispiel so. 
deutlich vor Augen, dafs die Ueberzeugung durch 
den Schematismus einer allgemeinen Induction müh- 
seliger allerdings, aber noch heller und einleuchten* 
der nicht gemacht werden könnte. 

$« 19» Für diejenigen Gründe des Integrirens 
(welche in Teutschland noch bis jetzt die herrschen- 
den sind, und vielleicht durch dieses Lehrbuch auch 
aufs neue gegen alle lUsurpationen uns gesichert blei- 
ben werden) , nach welchen man aus der wahrhaften 
Form und Bedeutung eines DiiFerentials auf dessen 
Integral unmittelbar zurück zu schliefseh sucht, sind 
gerade diejenigen Ausdrücke der obigen Lehrsätse 
am besten geeignet, deren ich mich bedient habe, 
und um so lieber bedienen mufste , da auch die Be« 
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-weise dadurch an Deutlichkeit und Kürze gewinnen 
konnten. 

Wie mlin eben diese Lehren auch vermittelst der 
DifFerentialquotienten ausdrücken könne. Hegt durch 
die hier gebrauchte Beziehung der Fartialdifferentiaje 
allenthalben vor Augen. Oafs alle Resultate, die man 
ohne Integrirung durek die Differentialmethode allein 
schon gewinnt y verfnittelst der Differentialquotien- 
ten meistens am deutlichsten und kürzesten geschlos« 
sen werden, haben wir schon oben erinnert; zu- 
gleich aber auch hinzugefügt , dafs für einige dersel- 
ben wiederum die Beibehaltung der Differentialfoprm 
am bequemsten ist« Ein neues Beispiel dafür liefert 
die folgende Anwendung des zweiten Lehrsatzes, 
welcher allgemein ist , weil er den ersten für 
m und n ~ 1, mit umfafst* 

$• so* Wenn» wie vorhin, U eine Function von 
zwei unabhängig veränderlichen Gröfsen x und y ist, 
und diese mit Constanten Differentialen dx und dj 
belegt sind: so hat man 

_ I i .idU 



dU 



»d^dU 
folglich ddU = <XxHy^n = ^+3.*dydU 

ydrdU 



und dddU n 




+ydydydü 



$, 21. Das Gesetz der numerischen Coefficienten 
und der übrigen binomischen Combinationen isit 
hiermit schon so deutlich begründet, dafs man ohne 
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förmliche allgemeine Inductioii versichert ist , es 

:uÜ5Se 

d"ü = I .^d"U + ".«d" -». yd' L> "'"'"' . *d»«. rdi\J+. . . . seyn, 

l 1,2 ' 

Der Kürze wegen wird schon *d^ statt ^d^d, und 
*^d^ statt ^d^d^d geschrieben, eben so wie bei den 
Totaldifterentialen 9 d^U statt ddU geschrieben wird, 
u. s« w. 

Anmerkung^ 

$. 21« Hätte ich den bei den neueren Analysten gewohn- 
lichen Vortrag dieser Lehren befolgen wollen» so würde ich 
einige Erleichterungen desselben aus des Hrn. Hofr. Mayer 
Differentialrechnung zu benutzen gehabe haben. 
Aber man hat hier gar nicht nöthig, eine allgemeine Reihen- 
form vorauszusetzen. Wir haben lediglich aus dem Satze ge- 
schlossen, dafs jede FunctionsdifFerenz sich ergeben mufs, 
wenn man von der belegten Function die unbelegte abzieht« 
Eulers ähnliche, sehr richtige Schlüsse QCulc, differ,") mufs- 
ten aber schon defshalb sehr versteckt bleiben , weil gie 
durch seine unbequeme Bezeichnung der partiellen DifiF^reti« 
tiale nicht in der Kürze sich darstellen liefsen. Karsten 
(Mathosis suhlimior. Sect. XXVI.) ist, der bequemem Be- 
zeichnung ungeachtet, nicht deutlich geworden, weil er un- 
nöthiger Weise die endlichen Differenzen beibehält. 

Was man in Hinsicht gleichartiger und ungleichartiger 
Functionen noch hinzuzufügen pflegt , wird rathsamer für die 
Integralrechnung v^ischobeu. 
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DreiundzwaJizigstes Capiteh 

Taylors Reihe, auf zwei- und mehrfach variable 

Functionen erweitert. 



L e h r s a t z» 

* 

§. 1. Für Functionen ü mit zwei beleg- 
ten V^ariabeln x und y, hat man 

(x + Ax. y + Ay) 

U z=r 

lixdxdy "^ 

^rlvrlrdü 
+3 -r — r-r-. Ax Ay» 
nxnydv 

yd ni yH ü 



dT^'^+M^ardT^'^^'^^^i 



1-4-17- Ay 



^dydü 
ydydü 

+ -^r— r~ Ay Ay 



dy dy 



dydydy 



Ay' 



B e w e i 8* 



JJ* 9« In Cap. XV. §, 11. haben wir die merk- 
würdige Reihe 

au rrdü + - ddü + JLd^U-l ?_d'»U + .,. 

^ » fl ^ 1 .a ' 2,3.4 

aU. formenvollständiges Differential einer beliebigen 

Function U, w^elches wir durch das ausgezei ebnete j 

anzudeuten pflegen; dagegen die schlechthin ge« 

schriebenen d in der rechten Seite der Gleichung nur 

die Gröfsen der genauen Differentiale andeuten; 

du die Gröfse des ersten, ddü die Gröfse des zweiten 

Differentials der Function U, u. s« w* 
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Sey nun U eine Function von s Variabein, so 
bat man diese TotaldifFerentiale vermittelst des par- 
tiellen ausgedrückt (Cap. XX. $. 20 und si.) 

3^d^dü 
d »dydü + 
+ Tdydü 

*dxdü ^ ^ 

!--; — 3— dx dx 
dxdx 

+ 'd7dy^^^^ 

^d^d^dü . ^ ^ 
dx dx dx 





dx dx dx 



+3^^^ dx dx dy _^^^^^^^^ 
+3^^^^ dx dy dy 

+ dTäTd? ^^ ^^ ^^ 
Da hun dieses immer noch so gut, 'wie die et* 
ste fiir ju angesetzte Reihe , das formenvollständige 
' Differential des T ist: so ist es auch die vollständige 
Form einer beliebigen endlichen Differenz, welche 
durch eine Belegung mit A^ und A7 ^tatt dx und dy 
entstehen würde* W* z; e« 

S« 3* Zusatz. Aus diesem Beweise liegt vor 
Augen, wie man Taylors Reih« auch auf drei und 
noch mehre Variabein erweitern kann. 
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Vierundzwanzigstes CapiteL 

Gröfste nnd hUinste Werthe zweifach variabler 

Functionen^ 

$. 1* Sollen die Emineozien einer Function 
V ZZ V vermittelet der im vorigen Capitel erwei- 
terten Taylorschen Reihe ü ' 

^^+M*7i — j""AxAx + ««»» die^ wir kürzer 



U+j 



dx 

, ydü 

+-ajAy 



dx dx 
yd ^dU 
dFd7 ^^^^ 

ydydU 

AyAx 



+ Ö 



{dydj 

{P^^x f R Ax Ax+ • ♦ • • flchreiben wol- 

^ Q^y + J + 2 S Ay Ax len . gefanden 

[TAyAy werden: 

fto iQt es diesem Gange der Untersuchung angemessen» 
nicht geradezu einzeln PA^ " o und QAy — o zu 
fordern; sondern nur zu fordern» dafs die alge- 
braische Summe aus beiden» also PAx + QAy — o 

p 2\y 

•ey, also -pr ~ sey» das heifst» die x und 

' Q Ax 

y, welche im P und Q stecken» müssen auf diejeni« 
gen Werthe eingeschränkt werden» bei welchen die« 
ser Forderung Genüge geschieht; wodurch dann nur 
eo viel gewifs ist» dafs bei diesen Werthen des x 
nnd y die Function U irgend einen eminenten 
Werth hat» 

$• s* Ob es ein eminenter Wendungswerth, oder 
ein gröfster, oder ein kleinster sey» darüber muts 
zuvörderst das nächstfolgende Glied der Reihe be^ 
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fragt werden, nachdem man es auf die darch obige 
Forderung bestimmten Werthe des x und y einge- 
schränl^t bat. Wenn durcb diese Einschränliung 
sich K rr D, S ~ E und T n F ergibt» und das 

Aggregat DAxAx 4- öEAyAx + FAyA7 — ^ ge- 
setzt wird : so kommt es darauf an, zu erfahren, ob 
dieser Ertrag ein G ~ oder ein (-{-)G, oder ein 
(-)G sey! 

F G 

§. 3, Da nun sowol als dem G 

Ax Ax Ay Ay 

gleichbezeichnet bleibt : so mufs auch 

^ Ax ^ Ax^ Ay-" ' Ay ~ 

da^ heifst, es müssen auch diese beiden Aggregate 
einander gleichbezeichnet seyn. (Woraus aber nicht 
gefolgert werden kann , dafs allemal O : : : F seyil 
müsse!) 

§. 4. Da irgend eine Abhängigkeit zwischen 
den beiden Variabein x und y nicht vorausgesetzt 

wird, also auch für den Quotienten — noch keine 

^ Ax 

Gröfse bestimmt ist, vielmehr in der obigen Reihe 
^, 1. an und für sich, Ax und Ay ganz beliebig, 
und einzeln soUen gewählt werden können, wie 
man will; bei ihrer gewöhnlichen Anwendung, auf 
das Auffinden der Eminenzien aber nur verlangt 
wird, sowohl Ax als Ay klein genug zu wäh- 
len , um durch - jedes Glied der Reihe für das ip 
des Aggregates aus ihm selbst und der ganzen nach- 
folgenden Reihe entscheiden zu können: so kann 
man allerdings auch neben einander 

i) Ax ZZ dx zz ^ — — Ot und das Ay »Jocl? von 

einer gehörig kleinen endlichen Gröfse ge* 
wählt fordern, oder auch 
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- A..-1. 



O 



2) Ay ~ ^y ~ "^ ^^ o» ^'^^ ^ä* Ax noch von 

eitler gehörig kleinen endlichen GröTse ge- 
wählt fordei:n, 

§. 5. Im ersten Falle hat man 

D+2E^ + ^=-D+ 2E0O + F0C* 
' Ax A^ 

:.:: FOO^ ::: F, und 
auchD^^ + 2E ^ +Fr:o + 2E.o-f-F:::F 

Ay^ ' Ay 

Im zweiten Falle hat man 

D4-2E^^ + F^^4 = D + SE.O+ F.0.0:;: D 

^ Ax^ Ax-" ' * 

und auch D^"^ + 2E^ + F = DoO' + 2EoO + F 

Ay" * Ay 

::: D .00^ ::: D 

Zugleich aber liegt hiermit vor Augen, dafs die- 
ses Vei;fahren, dessen man sich mit Lagrange ge- 
gei>wärtig zu bedienen pflegt, schlechterdings nichts 
anders als das Eulerische einliefern kann« welches 
die Function mit' zwei Variabein,' zweimal als 
Function mit einer Variabein betrachtet; wofür man 
dann aber Taylors Reihe auf zwei Variabclii erwei- 
tert gar .nicht benutzen kann , wie es doch des Hrn. 
Lagrange Absicht gewesen seyn mufs , indem er, 
auch nachdem man D und F einander gleichbezeich- 
net gefunden habe, überdies noch auf die Gröfse £ 
geachtet wissen wilK 

$. 6« Obgleich ich noch mehre ähnliche allge- 
meine Erörterungen, und namentlich auch in Hin- 
sicht der einseitigen Eminenzien gerne mittheilen 
möchte:, so mufs ich doch der nöthigen Kürze we- 
gen hier d^mit abbrechen, und mich auf die wirkli- 
che Behandlung einer einzelen Aufgabe einschränken. 
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vrozu ich aber die allgemeinste von deneii ergreife» 
•welche ich vorfinden ]«ann, und, auf welche na- 
mentlich auch Hr» Lacro^x in seinem Traitc He» 
mentaire de Caleul differentielf . §, 136, des Hrn* 
Lagrange Methode angewandt hat. 



Aufgabe^ 

§♦ 7. Die gegebene Gröfee a in drei 
solche x+y-j-^ — ^ *^ theilen, dafs 
U r= X™ y" zP für gegebne m, n und p, ein 
Gröfstes (oder Kleinstes) sey. 

Auflösung^ 

5. 8t Da z ~ a — X — y seyn muf« , so hat 
man U = x'°y»(a — x — .y)P als eine Function von 
zwei Variabein x und y zu betrachten , deren Ge- 
sammtdifierential dU m ^d\] 4*- ^^^ seyn mul's; 
und uns 

*dü 

-- — — mx«'**,y'*(a— X — y)P — x™y"tp (a— x — y).P~* 

-5— irny»-* • X™ (a — x— y)P — x»yö,p (a— x — y)P^» 
oy 

gibt, 

Soll U ein Gröfstes oder Kleinstes, oder auch 
nur ein eminenter Wendungswerth seyn: so mu(s 
man das erste Glied der Taylorschen Reihe, 

•-r— Ax + -^— Ay ^^ o haben ; für das vorgegebne 
U also 

r(m« — p3()y AX+ (nz — py)x AyJ .R — o ^^ 

wenn wir der Kürze wegen z ir a — x — y gebrau- 
chen, auch R — x«»-* y"~» zp-» bedeuten' lassen. 



\ 

% 
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$. 9, Wir mögen nnn die mit der Gtelchung (^ 
geforderte Vernullang, durch ihren zweiten Factor R, 
oder dnrch ihren ührigen ersten Factor geleistet rer« 
langen : so müssefi» dieser Forderung -vv^egen, die bei- 
den Variabein x und y nicht etwa überhaupt aut 
hören, von einander unabhängig zu seyn. Aber^ 
da diese Forderung wiederum eine Gleichung zyiri* 
achen x und y» und einer von der gegebnen Fun« 

A y 

ction U abhängigen dritten Gröfse ^^^ ausmacht: so 

müssen diejenigen Werthe des x und y, , durch 
welche dieser Forderung GenügeT geschieht,' aller* 
dinga von einander abhängig seyn« 



t: 



§. 10/ Soll die Vernullung iSurch den ersten, 
eingeklammerten Factor bewirkt werden (und der 
zweite Factor R würde, weil er, um vernullt zu 
werden, von den drei gesuchten Gröfsen x, y, z, 
wenigstens eine rr o genompien verlangt, nur noch 
eminente Wendungs werthe geben können): so mufa 

auch mz — px -|- (nz — py) — p ~ o seyp; 

denn statt des =^ geradezu ein -r- — - 9u befoU 

^^ dx o • . 

gen, ist durchaus rathsam, um nicht nur^allet unho- 
thig mühseligen Arbeiten überhoben, sonderh^auch 
vor oftmals unrichtigen Resultaten gesichert zu seyn* 
{Ohne diese Befolgung würde ja die eben erwähnte 

dritte GröFse ==^ äufserst schwankend bleiben, .nuir 

AX * , : . . 

durch übereilte Sitblüsse leicht bestimmbar echeinenl) 

g. 11» Wenn die eben erwähnte Abhän* 
gigkeit fcwitchen y und x, wiicklich hin- 
reichend seyn soll, um mit Hülfe der gegebnen 
Gleichung X 4* 7 4"^ ~ * * durch welche zti:a-v*x-t^y 

6 



tlt Gap. XXiy,^ GrofstB und 

•cbon beitimmt ist, nun auch y als ein rr N«x zu 

bestimmen, dessen Factor N lediglich yron den ga^ 

gebnea constanten Zahlen a, m» n niid p abhängig 

yrlktei so würde, unter dieser Voraus- 

X dv 
aetsung, allerdings — ^ n i seyn müssen, folglich 

m,z 4-n« — px — py — o seyn , 
also (m ■+•")* ^^ P(* + y) ^^ P C« — ») «cyn müssen, 

folglich eratisns as n — ^ ^ • •'^'^ crgebem 

$« IS* Da es vor. Augen liegt , dafs vic auf die* 
selbe Weise . 

zweitens auch y ~ — ; — . a, und 

m4*n-}-p 

drittens auch x rü — : : — ♦ a finden würden, 

m-j-n-f-p 

wenn wit sweitens y rr a — x — «, aJso'U als 

eine Function der beiden Veränderlichen, x und z be* 

*dü »du 
trachtet, fojglich 1- — - — o verlangt hätten, 

und drittens x ~ ji -*- y — b gesetzt, also U als 
eine. Function der Veränderlichen y und z betrachtet, 

folglich ~- rj- -^g-r rr o verlangt hatten : so ist uns 

hiesmit allerdings giwifs , dsfs 

, ma na j _ P" 

XZZ -" — ; ; — l'J — ! ; — und«— r^ — rr— 

m-f-'^ + P • m-f-n + P m-|-n-j-p 

gesetzt werden muts, wepin jeder von diesen drei 
Theilen des a, so viel auf denselben allein ge- 
Dommeii ankommet einen eminenten Werth des U 
bewirken solU 

$. 13* Hiemit sind wir nun veranlafst, zuvor* 
derst die Frage aufzuwerfen, was für eine partielle 
£minens ein jedw von diesen drei Theilen des a sa 
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bewirken vermag? Denn wenn «, B. jeder dersel« ' 
ben ein partielles Maximum darbietend -wäret 6o 
-Wäre es dadurcb auch schon gewirs» dafs uns diese 
drei Werthe» mit einander verbunden, ein collecti* 
ves Gesammt» Maximum einliefern müfsten« 

jj. 14« Sogleich als wir glaubtön gefunden zu 
haben , dafs der Forderung ^^ A^ -f *j-- Ay — i)> 

besser und strenger ausgedrückt , der Forderung 

^dU , , ydu , _^ . ... 

-r— dx + --r^ dy ü:: o, also am kürzesten irespro* 

eben, der Forderutig ^dU ^ ri^Xi m Ot durch 

e :::: -- — . ■ ■ Genüge geschehet so konnten wir 
m-f- n + p 00 

auch schon die Frage aufwerfen#; ob die eine Varia» 
ble z durch diesen ihi'en Werth ein grSfstes oder 
kleinstes U» so viel es an ihr ist» zu befördern ge- 
eignet sey! 

« 

§» 15. Eben sö nun« *wle man zur Entscheidung 

über diese Frage bei Functionen mit einer Varia« 

beln, das zweite Gired der Taylorschen Reihe zu ver« 

nehmen pflegt» eben so wird man auch hier be{ 

'fiWei Variabein» das' hier vorhandene zweite dlied 

*d*dü , 



$ 



*dydü ^ , 
r- Ax Ay 



dx dy 

'v"% * Ay Ay in Anspruch tM fiiebmeti ht^ 

ben\ ob es etwa durch ttsinen verneinten oder be» 
juhten Werth für ein Gröfstea oder Kleinstes schoft- 
eatseheidend sey! * 

$* 16* Auch hier» der Kürze und Sicherheit we* 
gen» dx und dy atatt; Ax und Ay gebraucht » yiiti 

6» 
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ea.flaraaf ankommen, 

ob ^d^dü -|- ß yd^dü -}- ydvdU zr O.o.o gesetzt, 

. verneintes -, , , , , , i... • Maximum 

^*" bejahtes ® «f«*^^' '^"^ dadurch für ein jviiuimum 

entscheidend se^r! 

§. 17. Wenii wir nan diese drei Glieder (wel 
che das Duplam des zweiten Gliedes in der Taylor- 
sehen Reihe ausmachen) aus dem obigen vollstän* 
digcn 

-^ = (myz — pxy)R, und — rr (nxz — pxy) R 

ableiten wollten: so würden wir in einen mühsa- 
men Calcul gerathen, dessen wir dadurch überhoben 
werden, dafs wir zuvörderst uns auf Untersuchung 
derjenigen gröfsten und Kleinsten U einschränken, 
welche zum 

*dü . ydU , , . « — ^ 
F--;— rr (myz — pxz+nxz — pxy).n _, o 

dx ' dy 

lediglich die Vernullung des ersten Factors erfor- 
dernd, von dem zweiten Factor R — x«-*y»-* aP-» 
unabhängig bestimmt werden können« 

$• ig.^ Nur müssen wir hiebe! es ja bedenken, 
dafs wir nun nicht fernerhin mit den vollständigen 

und -T— • sondern nur mit deren Factoren 

dx dy 

^ — ^ und J . es zu thun haben. Dieses in der 
R . dx R . dy 

Rfirze dnrch diss kleine ti • im 

.a^du -f- ydu — (myz— pxy) dx + (nxz — pxy) dy 
Mgedeatet, koimat es nan allerdings wieder darauf 
an, zu w;issen, ob d(^dTi + ydu) ~ fl.o.o gefan- 
den» und dann dessen mit x und y veränderliche 
GröFse g^ auf diejenigen .Weirtbe des x upd y, bei 
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welchen —, — ■- 4- -; — ~ o i8t, emgeschrauKt , em 
OK "^ «y " ' 

veFneiiUes oder bejuhtea g gebe! 

$. 19« Hiebe! ^ber verfährt man aehr nn- 
richtig, wenn man fernerhin das zweite GHecl 
der Taylorschen Reihe in seiner obigen dreigliedri- • 
gen Form befolgt. Bei jener Form wird ja vorausge« 
setzt, dafö allemal vd^dU ZZ ^d xdU sey, welches 
nur richtig ist, t^o lange man die Function U voll- 
ständig beibehält! Nachdem wir uns dagegen auf 
^du -|- ydu eingeschränkt haben, können wir als all- 
gemein richtig nur behaupten , dafs 
d(Mu -f rdu) — ^d*^du \- xd^du 4- *dydu -f rd^du 
sryn rotifs; da wir dann für unsere Aufgabe 

*d^du zz ( — my — py) dx dx 

yd^du — (raz — ^my -^px)dxdy 

^dxdu ir (nz — nx— py)dydx 

yjydu — ( — nx — px) dy dy finden, und die Sum- 
me aus diesen vfer Gliedern ~ g«a.o genannt, nach 
dem schon erwähnten 4: des eingeschränkten o^Wer- 
Ihes zu fragen haben. Sehr absichtlich wollen wir 
nun zeigen, wie dieses fiir die drei, durch z, durch 
y und durch x bewirkbaren partiellen £minen%iea 
bundig geschehen k^nn, 

§. 20. Haben wir zuvörderst, wie in $. ii,t ge* 
ftinden, dafs die Forderung ^da 4- ^^^ — ^% ^^^ 



n a 
z ~ i— - verlangt (der Kürze wegen ^ HU m -J- n + P 



. p .a 

bedeutend): sd wissen wir, dafs 

a = x-fy4-z ül x + y-{-^, 

alsb y ~ a — ^ x , folglich dy zz dx seyn (also 

die in jj. 11 gebrauchte N ein N nr — 1 seyn) mufs ; 



•ich 

g.oorr 



S6 Cap. XXIV, GröfsU und 

folglich für diese, durch 2k ^^ bewirkbare pai«- 

tielle Eminenz 9 

(— my — py).dxdx 
(— ms + my + P^) • ^^ ^* 
(_- uz -j- nx 4" py) • dx dx 
( — » nx — r px) • dx dx also 

j ~ — (m-f*n)z rr — (m-f-n)^ ergibt, und so« 

' p a 
mit durch z iz: s--^ ein von z abhängiges partiellea 

Maximum , ' .• »t « « « « «/ %« 

Minimum ^®' Function U = x« y« zp = x"* y« (a— x— y)P 

bewirkt wird, wenn (m4*n) — , , ■ ■ °^i^°^. ^q^ 

^ * ^ m + n -f' p verneint o'^ 

geben ist; die beiden Variabein x und y mögen ge« 
Wählt werden , wie man will , nur dafs sie der be- 
reits für sie bestimmten Functionirung , der gegen-, 

m I x\ 
eeitigen Abhängigkeit x -f- y z: — l; 'r ' *^ Genü* 

g^e leisten müssen« 

§. SU Da wir nun auf dieselbe Weise finden 
könnten , dafs ^du -f- 'du zz o gefordert , uns 

y r.: — ; ; — • als eiuen Werth des y bestimmen 

xn-j-n-pp 

mütste, der ein paitlielles Minimum ^^* U. bewirken 

würde, wenn (m-Wp).« — ; r— "®^^ \ gegeben 

* '^'^ m-f-n-j-p verneint ® ° 

m a 
ist; auch7du-}-^du~o gefordert, uns xrr 



m -4^ n -|-p 
als einen Werth des x bestimmen müfste , der ein 

partielles i^Jnimum ^^* ^ bewirken würde, wenn 

(n + p) —; r-^ bejaht gegeben wäre: so haben 

^ ' '^'^ m -}^ n -j- p verneint * • 
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I 

-wir nun volUtändig vor Angeli, wie m. B, bei. bejaht 
oder absolut gegebenem a » die drei Exponenten m» 
n und p gegeben scyn mäfäten, um e« B. drei par- 
tielle Maxima mit einander verbinden au können« 
Sehr einleuchten^ würd^ dieaea eintreten iniiaaeil» 
-wenn alle drei Exponenten bejaht gegeben wären. 

Wenn dagegen etwa p verneint gegeben, und 
in absoluter Gröfse kleiner als m -)^ n gegeben 

wäre: so wurde nur ein verneintes z ~ ^ — —■ 

m -j- n— p 

der Forderung 3cdu -f- ^^a ZZ o G^tiüge kieten; «i)d 

da dann Q ~ --* (m 4- n) . — , ^ , ■■■■ sich bejaht cr- 
^ , ^ ^ ^ m-}-n-|-p 

geben müfste, so würde durch a nur ein partiellei 
Afinimum geliefert werden» 

$« 83« Hiemit ist nun allerdings die in Q, q. 
aufgeworfene Frage bündig und vollständig beant- 
wortet, zugleich aber auch das Bedürfnifs einer 
fernem Untersuchung eingetreten: ob in solchen Fäl- 
len, da die partiellen Eminenzien Verschiedenartig, 
z. B. theils Maxima, theils Minima sind, die Gev 
sammt-Eminenz ein Maximum, oder Minimum, oder 
ein Wendungswerth seyl 

$. 23. Sobald man denjenigen Werth der einen 
Variabein, z. B. der z, gefunden hat, bei welchem 
aie eine Eminenz bewirkt, so kann man auch ao- 
gleich finden, wie nun die x und 7 zu nehmen 
eeyen, um die von ihnen beiden abhängige zwei«. 
fache Eminenz zu bewirken« 

Denn da man mit z rr — r * 1 gefunden, za» 

m-j-n-j-p ° 

gleich weifs, dafs y ZT ■ . '■ . — « — • x seyn muff : 

^ ^ , m-f^n-+-p ^ 

80 hat man 
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q™.qP,U rr X" r(m-|-n) a — qxj (pa)^^» und 
q^qp-p- = mx«»-« l (m+ii)a-.qx 1 «. x«,n( (m+n)a-qx J .q 



Xn — 1 



ZI I mr(in+n)Ä-q x j - xnq 1 . x°*-« T (in+n)a-q x J 

aUo -T— ür o rermittelst eeines eraften Factors, wenn 
dx ' 

ma i? ■ f i_ na 

X — ■ ■; ; , folfflich T ~ ■ ■ ■ , genommen 

m-|-n-f-p ® ^ m-j-n+p 

wird, dafa wir alao auch für x tind j dieselben Wer* 

the, wie vorhin erhalten« 

§« 24« ' Um nun endlich auf eine bfindige Wei- 
ee an erfahren , ob die darch x — — • y r: — t 

und s =r ^--- bewirkbare Gesamt- Eminenz der U» 

^ q « . 

ein Maximum oder Minimum sey: so haben wir in 
dem g.o.o des §. 19« , diese drei Werthe mit einem 
Mahle zu setzen» wodurch wir nun 







erhalten« 



t — mn — pn ^ 

.^3 — nip-|-mn4-pmf a _ m+n 

~ 1 — np + nm + pn | ' m+n+p ^"" m+n-i^^* 
^ — nm-^pm j: 

Hiermit hätten wir also gefunden 1 dafs die Oe» 

samt -Eminenz 

des U ~ X™ y»zP ~ x" y" (a — x— y)P 

ma , • na . 

ein X ZZ — ; ; — • ein y n ; r— und 

m-j-n-|-p m4">* + P 

^in z = P^, erfördert, und ein Maximum 

m -f- n 4- p Minimum 

»^yt je nachdem una ■ '?"^? ,pa ^^i^^\ gege* 
^ . m4-n4-n *^^ verneint ^ ^, 

ben ist« 



kleinste fVerthe zweifach varlahl. FuneU 89 

§• 05. Sey mtrSf nm und p rr — « gegeben, 

80 würde darcb t ~ -a; y n — a und z IT — a. 

2 "^ a 

die Gesammt- Eminenz 

U n T- a J . - • j — a j rr -r^ a* gefunden 9 und 

für ein Minimum erklärt aeyn, weil hier 

m + u 3+1 4 _ 

— r-^— ; — parr — j^ . — ß.arr-.-a.arr -Aa 

m+n + p^ 3-|-i«.fi 2 ^ 

eine verneinte Gröfse ist. (Warum dieeea U gleich« 

wohl kein Minimum ist, werden wir in $« flo» 

erklären.) 

$• »69 Eular und Lagrange würden» um 

,^ . - , .^ *dU , ydü 

di^sa Aufgabe «u IBsen, --r— .A« — ound--r— ./^yrro, 

folglich auch -t— A« = — p- Ay~ fordern , und da- 

durch allerdings ebenfalls x — ; : — • und 

^ m -j-n-f-p 

y — r»^»-i,^ • folglich auch z = ^ ^ . ■ , ge- 
rade wie wir, finden* 

Wenn dann aber für das Beispiel in §• fi5« , E u« 

. . »d^dU ^ . yd ydü 

*" "*" "dTdr = ^'^^S. sein .^^ = -3.375 ge- 
funden hätte: so wü^e er vermuthlich sagen« dafs 
hier in Hinsicht d'es 7 zwar ein Maximum , in Hin« 
sieht des x aber ein Minimum sich ergebe, beide 
also nicht übereinstimmig zu einem Maximo oder 
Minimo behülflich seyn könnten* 

Lagrange behauptet im Voraus, dafs für dia 

durch -T— • Ax ~ o und -r— Ay ~ o bestimmten 
dx dy "^ 

«r i. j A ^d^dü ^ , yd ydü ^ 

Werlhe des x und y, -; — r- ~ D. und -j—j-- ZU F 

'/ dx dx * dy dy 



so Cap^ XXIV. Qröfste und 

gefunden, D und F beide ij^i^iij. sich ergeben roüs- 

„ . Maximun;i _, .^ _ 

een, wenn U em Minimum »olle »eyn können. Ue- 

berdiefa ab«r müsse man nodi fi -; — :— n 2 £ 

dy dx 

finden, und prüfen, ob auch D»F ^ ££ sey! 

$« 27. In dem dritten Anhange zu der Abhand- 
lung, Formulae radii oseulatoris^ et ventilatae et 
diligentius , quam fieri solet , explicatae , JDresdae 
18^5» denke ich dargethan zu baben« dafs dieser Zu- 
satz zur £ulerischen Methode, bei Lagrange 
durch dm Fehlschlüsse entstanden ist, und selbst 
auch dessen ungleich deutlichere Motivirung bei Hrn. 
Lac ro ix eine faUche Conversion ausmacht; übri- 
gens dieser Zusatz zur £uleri8chen Methode theils 
ganz überflüssig, theils aber auch schädlich ist, weil 
dadurch einige, nach £ulers Methode richtig aufge* 
fundene Maxima und Minima als nicht vorhanden 
aurückgewiesen würden« 

£s widersteht ja dem gesunden Menschen ver* 
Stande, dafs, auch nachdem durch £ulers Methode 
vermittelst gleichbezeichneter D und F entschiedeti 
ist, wie man zwei partielle Maxima, oder zwei par* 
tielle Minima mit einander zu verbinden habe, es 
noch auf die Frage, ob auch DF ;> EE sey, an- 
Itommen solle, ob dadurch wirklich ein collectives 
Maximum oder Minimum entstehen könne ! 

$. 30, Wenn in dem dreigliedrigen Aggregate 

D A* Ax + a E Ay Ax + F Ay A7 = G Ax Ax, 
die beiden Gröfseii D und F gleichbe^eichnet seya 
sollen, wie es Lagran'g.e sich als noth wendig er- 
wiesen glaubt, bevor er die Frage aufwirft, ob G 
bejaht oder verneint sey ; und gleichwohl dieses Zei- 



\ 
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ch^n det G noch vom £ abhängig seyn aollie: so 
naürate £ wenigstens so grofs sej^n, dafs G n: o» 

also sE AyAx zz -^ D A^Ax < — F Aj Ay wäre» 

Bekanntlich mufs nun , wenn das if des Gliedes 
G in der Taylorschen Reihe für ein Maximum oder 
Minimum entscheidend seyn soll * /\,x und A7 ®o 
klein gewählt werden; dafs das Glied G von der 
Summe aller etiva noch übrigen Glieder niemals 
übertroIFen wird,, auch das Zeichen des G nichts 
fernerhin verändert werde, wenn man Ax oder A7f 
oder beides, noch k«einef annähme« 

Mag nun aber auch» uip dieses sar sichern £at« 
Scheidung nothwendige Erfordernifs erreicht su ha« 
b^n, Ax nnd Ay noch so klein gewählt seyn: so 

* 

kann doch, auch wenn man denen Mathematikern 

au gefallen $ Welche das --^ iz t' rr — verabscheuen, 

^ Ay dy o 

'X^X und Ay immer noch vom einiger Gröfse gedacht 
verlangt, sehr offenbar 

]) Ax noch so vielmal kleiner als Ay gefordert 
werden, dafs das Zeichen des G sich ändern 
müfste , wenn nicht in absoluter Gröfse, 
ß E Ay Ax <; F Ay Ay wäre ; und eben so 
kann 

ö) Ay so vielmal kleiner als Ax gedacht werden» 
dafs das Zeichen des G sich ändern müfste, wenn ' 
nicht in absoluter Grölse «EAyAx<iD ^xA^ 
wäre. 

Da demnach in absoluter- Gröfse das mittlere 
Glied üE/sy£\^ kleiner als jedes der beiden äufserU 
einzeln genommen seyn mufst so kann es in dem 
Zeicjien der äufsem Gliedersumme 
(+) D Ax Ax -f-. (+) F Ay Ay keine Aenderung be- 
wirken , wo man mit Eni er gefordert ha«» daXs D 
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qnd F einander gleichbezeichnet seyn »ollefi, mit 
Lagrange es erwiesen glaubt» dafs aie gleichbd- 
zeichnet seyn müssen* 

§. 29. Hiemit völlig überzeugt, dafs daa Krite* ' 
rium des Hrn. Lagrange unstatthaft ist, entsteht ans 
nun die merkwürdige Frage:, wo\ier es komme, dafs 
das in §« 25. nach dortigen Schlüssen aufgefundene 
Minimum gleichwohl kein Gesammt- Minimum ist! 
'Es ist dieses eine Frage,- die allen hm und her ver- 
suchten Beantwortungen der Mathematiker gerade 
eben so Hohn sprechen würde, als es die berüch- 
tigte. Aufgabe über einen durch die dnrchlochte Erde 
fallenden Körper getban hat, bis ich meinen schon 
in Vorerinnerung VII. §» 8* erwähnten Satz dabei beachtet 
hatte,' dafs man bei Untersuchungen, wo endliche 
Gröfsen stetig zu rr o übergehend gebraucht wer* 
den, auch dem Gesetze der Stetigkeit gemäfi zwi* 
sehen -|- o und — - o unterscheiden müsse* £ben da« 
durch' wird es uns nun auch gelingen , die Torge« 
legte Frage befriedigend zu beantworten , und zu- 
gleich über die ganze Anwendung der Taylorschea 
Eeibe auf eminente Werthe mehrfach variabler Functio- 
nen ein völliges Licht zu verbreiten« 

§• 30. Es ist eine sehr wesentliche Ver- 
schiedenheit, ob man mit Enler die partiellen 

Maxima und Minima aufsuchend, -— Ax~o, un4 

yJTj 

«-— Ay^^o, einzeln gesetzt verlangt, oder ob manTay-^ 

y ' 

lors Reihe für zwei Variable befolgen will, und da« 

»du 
her nur die algebraische Summe — - A^ -{- 

-^ — Ar n: o zu fordern hat! 
öy 
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Denn eben darum« weil es bei allen endlichen 
Werihen des — r— r3 F und -—• zz Q ungemein ver- 
schieden ist« ob man es mit diesen von einander un- 
abhängigen F und Q« oder ob man es mit F4~Q^o, 
also mit P zü — Q und Q m — P zu thun hat : so müssen 
ja auch diejenigen VVerthe des x und y, welche 
P zr o, und Q rz o geben, so beschaffen seyn« dafs 
sie durch stetige Veränderung der x und 7 erreicht 
gedacht« im letzten Falle» da P -|- Q zz o verlangt 
wurde« ein P ~ + o, und dagegen ein Q ZZ ± o 
geben« nämlich zwei verschieden bezeichnete ölen 
geben müfsten. * 

Niin war ich zwar in §, 8# von der Forderung 
ausgegapgen« dals die Summe —r — Ax-t-"7~ Ay ~ o 

seyn solle; da ich aber die dadurch zwischen den 
Gröfsen x« y, j^y und A^ entstandene Abhängigkeit 
in §. 13« für ^hinreichend annahm« um" y rr Nx ver. 
mittelst eines Constanten N zu bestimmen : so' müfs- 
ten nun durch diese Annahme^ sammt jener Forde* 
rungf lind der gegebenen Gleichung x -}- 7 + * ~'»» 
alle drei Gröfsen x« y, z gerade eben so bestimmt 

*dU 
werden, als wenn ich mit Euler -^— zz o und 

dx 

^dU _ c\ V u i. ""^U ydU e A j, 

-j— • ~ o , folglich auch --3 — — «-r— gefordert und 

gebraucht hätte. (Daher man auch die ganze Rech- 
nung von $« 13. an bis sä §. 25. hin als eine voll* 
ständige Durchführung dieser £ulerischen Forderun- 
gen betracliten l^ann.) 

$• 3i. Wären wir dagegen dem Satze getreti 
geblieben « dafs wir zur Befolgung der Taylorschen 
B,eihe weiter nichts zu fordern berechtigt sind» aU 
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dafs -g— Ax + *^ Ay — seyn rnnts : so würde 

dann ihr zweites Glied, und jedes folgende« nichts 
anders angeben können, als dafs es ebenfalls r= o 
sey. Obgleich dieses für sich selbst schon gane ein- 
leuchtend ist : so will ich es doch zum Ueberflufs 
für das zweite Glied noch auf folgende Weise 
darthun» ' • 

Wena -^ A^t ~ — '-r- Ay «eyn aoll , so muCs 
- «d«dU ^dxdü ,, ^ 

•^^^ dTdr^^ ^^ = -- -dTd? ^^ ^^ '"y"^ ^"^ 

da dann auch -— - A7 — — *t-^ A^ «eyn soll , al- 
^ ydydU , yd^dU 

•"^ """^^ d^df- ^y ^y = - -dH^T ^"^ '^'^ •^^'* 

mufs; so liegt es als eine Folge aus der Forderung 

^dV , ydU , ^ ^ . , , 

-1 — A^c + — ; — Ay — o vor Aueen» dais im zwei- 
dx . * dy _ ^ 

ten Gliede der Taylorschen Reihe die Summe aus 

ihrem ersten und dritten Giiede *t — ^— + -j — %— » ge- 

dx dx * dy dy ° 

xade die Gegengröfse des zweiten Theiles s ■■■ " -* 

° ° ^ dy ilx 

ausmachen mufs« 

$* 39i Ueberdles aber ist es, wie schein gesagt, 
allgemein einleuchtend : durch die einzige Forderung« 

dais --r— ^x -| ; — Ay — o seyxi soll, wird über 

ux **y 

die Abhängigkeit des x und y von einander so wenig 
bestimmt , dafs auch jedes fernere Differential dieser 
vernullten Summe fernerhin n o sich ergeben mufs« 
also vermittelst der Taylorschen Reihe über die 
durch einige x und y erreichbaren Eminenzien des 
U nichts bestimmt, werden kann. Obgleich nun hie* 
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mit die £rwartong fehlgeschlagen iat, duifch eine 
coneequente Befolgung der Taylorschen Reihe für 
z\feifach variable U vielieicht einige £minenzien zu 
^odeo, welche der Eulerischen Methode entgehen 
möchten: so haben sich doch bei meiner hier mitge« 
theiiten Unterijttchang manche beachtung^werthe An- 
sichten ergeben; und überdiefs ifit ea etwas werth, 
dadurch aufs neue überzeugt 2u seyn« dafs es ein 
unstatthaftes Unternehmen des Hrn. Lagrange war, 
für £uler8 Methode einen Zusate aus Taylors Reihe 
für zweifach variable Functionen hernehmen zu 
wollen. 



Fünfundzwanzigstes CapiteL 

Wenn eine Function des x für einen endlichen, 
Werth des x sich unendlich grofs ergibt , auck 
den etwanigen endlichen Theil dieses ihres Wer'» 

thes zu finden* 

A 

§• 1* Nur bei einer gebrochenen Function ^, 

oder ^ » wo auch J wie 31 eine Function von x ist, 

x=a 
kann es vorkommen, dafs sie ein (=^ zz: — oder 

x = a 
ein \Jrij = - gibt; durch a den endlichen Werthi 
des X bezeichnet, bei welchem sich das Unendlich^- 
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grofse ergibt, wobei übrigens gar häufig auch a n o 
«eyn mag. 

Indem man diesen unendlich grofsen Werth da« 
durch erhält» dafs man die x plötzlich =r a setzt, so 
mufdi der endliche Theil des Werthes verstecltt blei- 
ben ; und. nun wollen wir zeigen , wie er durch ge- 
hörige Benutzung der Diffcrentialmethode zu finden 
sey. Diese Untersuchung ist meines Erachtens so 
neu, dafs es rathsam scheint, durch einzelne Bei- 
spiele dazu einzuleiten« 

$. 2. ,Sey wie vorhin 3 ""^ 31 eine Function 

A 3 
von X , und X ~ ~ -f" ^ ^^® vorgegebene Function, 

X=:a A' fir 

welche X n 1 » als zwei unendlich grofse 

Glieder gibt; so ist zwar dieser unendlich grofse 

Werth I als solcher hiemit richtig angegeben; indes- 

x=a 
sen könnte doch eigentlich dieses X aufser den bei. 

den unendlich grofsen Gliedern noch ein endliches 

Glied haben, welches man auch in einigen Fällen 

durch einen geschickten Gebrauch anderweitig schon 

bekannter Methode würde darzulegen wissen. 

X=:i 
Wenn zum Beispiel 31 = 3 = — * A gäbe, so 

2j A-4-3 
wKre die vorgelegte X eiii solches ^^j zz T? , wel- 

xssa 

ches i TT I — — geben, und demnach ihr rr - » der 
\Ny o o ' 

WerthschStzung des XIXten ' Capitels unterworfen 

darbieten würde. 

.$, ^ Ein vorzüglich lehrreiches Beispiel die- 
•er Art wäre X = — ; ^ ;: t weichet 



neben den uneudliehen zu findefK ^7 

X=0 ^rn b» 

-durch plöUliche X ZZ osetzang X n -7- — — ^ » 

also zwei unendlich große Glieder vom rten Grade 
geben würde, deren Ertrag lediglich eine Differenz 

D ZZ — r — • -r- i::: o auimacbt» da doch darcb dt« 
0'^ o* 

xcö 

erwähnte anderweitige Auffindung diesea X eine 

iandere endliche Difterena sich ergeben wird, 

Z ' b*" (b^ — x')" 

Denn da diesea X ein ^ZZ -'■ ist^ 



^— X' 



xro 



7 t\ 

welches ein -r? ^ - ausmacht : so wissen wir aas 

N o 

X r: o 

dem XXten Capitel, dafs dieses — durch ( -~---l-J^ ] 

^ o VdN : dx/ 

bestimmter» als durch die vorige plötzliche Vernnl» 

lung des x, sich ergeben mufs. 

dZ : dx — n(b» — x*)«-«, — rx»-* 



Da nun 



dN : dx ~ rx^--« 

X !=: 6 

'dZ.: dx' 



n (b*— X»)»-» ist: so haben wir r^_:lJf j — n6r(n--i)j 
ako nunmehr durch beide Verfabrungen zü» 

aftmmen ftenommeni X zz —-•-—. + nb»vn-0 
gefunden. / 

^. 4» Schlechterdings mufs faku lifcht sagen 

. feo . . 

wollen , dafs dieses X aus zwei Unendjicbgrofsen 

bestefhe, welche eine endfiche Differenz hätten;^ 

sondern das zweite Glied des vorg^ebenen X» das 

Gu.a. - ai^ . gib, - (flf i) = : " 
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nb I . besteht ane einem nnend* 

]icb groften» (eigentlich vollgroften) und ei- 
nem endlichen Tbeile» 'wie wir et nachher auch 
für dieses einzele Glied auf eine neue Weide 
Vermittelst der DiiFereniialrechnung werden finden 
lehren, hier aber, in diesem einzelen Beispiele, so- 
gleich auch durch gewöhnliche» aigebratschen Calcol 
CS darthun Können» 

Denn nach dem ersten binomischen Lehrsatae 
(Vorcrinner. V, 5.) hat man 

(b» — x^)» n b^« — n b' '*""») x^ -I lüZJL b^**~«) x»» 

* i.ß 

n.n— i.n — 2,. . , 

b^("-3) .x3' 4..... 

aUo ^ ^ n n b'f^»-«) 4 ' . b'^^»-*) x» 

X' - X' * 1 . 2 

X — o 
^ ^/ ^ J !r -j; n bi^C«-«) 4- o^ + o«' 

^ 5* Im obigen X aej r r: s un J n rr - ge* 

b T*rt>*— x*l 
geben , ao hat knan X = — — i-i^ — — — s ; darch 

X=0 |j 1^ 

plötxlicha z rz o setzung also X iz — ^ — — — rr o. 

Die allmihlige Vernullung des x aber, rermittelst 
d'er Differentialmethode dazu genommen , ^bt 

Xz:-^ Lj^Jl::^—- Auf das völlig. 

o.o o.o ^ db sb ^ 

9te einander gleich ^ind die beiden Unend* 
lichgrofsen» welche aus den beiden Gliedern i^B 
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vorgegebnen X entstehen; dah^r sich der endlich« 

i . ^ 

Ertrag — nar darch endliche GrOfien ergeben kann, 

, \relche neben jenen Unendlichgrofsen in dem X 
vorhanden sind» In diesem ersten Befspiele, tett 
$. 3. behandelt, warde dieser endlidhe E^rtrag le* 
diglich durch das zweite GHed der .vorgegebnen X 
dargebracht, indem ihr erstes Glied^ ein reines Un-. 
endlicbgrofs darlegte. In andern Bwpielen dürfte daa 
anders aeyn können« 

§♦6. Sey G rr 77 ^r: K *^ ;g ' v;P .; • 

- / (f— g)(x — (f— g)(x— g)' 

eine algebraische Summe aus diesen beiden ungleich 
bezeichneten Brüchen (also, bei solchen Werthen 
des X, bei welchen die beiden Nenner gleicb bezeich* 
net ausfallen , eine in der gemeinen Recbenkansc «i» 
genannte Differenz), und hier von uns zum Bei- 
spiele gewählt, weil es für di« Zerlegungs- Theorie 
im folgenden Capitel werth ist zu wissen, daCs bei 
jedem x, und bei allen, den übrige^ Grdfsen beige» 
legten conatanten Werthen, der Ertrag dieser beiden 

a 4- bx 

Briichd allemal rr -p- % t »«d nimentliöli für 

(x — f)(x — g)' 

g ~ f genommen, auch n > _^S ^' i*^? obgleicSi 

als zwei unendlich grofse, ißinander aov völlig 
gleiche Gegengröfsen ergibt, dafs man^ bebaüpteh 
möchte , sie möchten etwas anders als tz o nicht 
ausmachen können! 

" Und dieses ist auch wirklicli der Fall ; denn fck 

behaupte, dafs der Ertrag aus diesen beiden Uneud* 

, lichgroben achlechterdings nichts anders, als rr <^ ttyn 

7 * 
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kann; obgleich achtotigswürdige Mathematilcer sich 
vorsuutellen acheinen, dafs diese beiden Unend- 
lichgrofsen selbst, und als solcbe, eine endliche 
Differenz behaltend tejen. 

Der wahre Vorgang ist auch hier, 'dafs für das 
rof gegebne O, wenn dann g = f plötslicb ge* 

setBt wild, nur das obige G sich ergeben kann; 
hie mit aber nnr die beiden unendliohgro- 
fsen Theile seines Werihes angegeben sind; der 

wahre vollständige Werlh des G aber über- 
dies auch noch endliche Orofsen Enthält, so 
dafs die genauere Angabe . 

• ^— <^ + ^^ <> + f & . g + N _ . a+hx 

*'" — o . (X — 1> ü . (x— ly (x-0 (x-0 ~ ^ "^ (x-0' 
ausmacht« 

§^ fj. Um diesen wahren Ertrag des G , wie- 
derum durch die Methode des XXten Capitel» zu fin« 
den , ' brancheh wir nur zu bedenken , dafs 

^~(f-g)(^-fr,.(f-6Kx-g;"^ . Cx-f)Cf-6)(x-6) .:; 

g=f 

rin = ^ tat 9 welche« als Qjj^= ^ "ck ergibt & 

o ^dZ •• dßN j. '^ 

folglich der Werth dieses - = f dfT^d J '^'^ »»^ 

"^enn man O als eine Wnction des veränderlich ge- 
setzten g betrachtet , und alle übrigen Grölsen der 
6» auch X, als u h veränderlich behandelt. ^ Man fin« 

dZ : dg 
de» d«nn djnUi = 

, i^(x-0 (x-g) — (x-f; (f-g) •" (x-f)(x-p) + (x-F)ff-e)' 
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den J«t» ' 

< 4 . 

$• 8« Dieae Metbode aber kann und eol) nur den 

Ertrag des 6 angeben, ohne auell diejenigen Glieder 
des Werthet, welche sich aufheben, noch mit aufsen- 
führen* Dafs dergleichen zwei unendlich grofse 
Glieder darin vorhanden sind; Ast leicht zu finaen« 
Denn wenn , 

(f-iTTx-f) (f-g)(x— g) ^ 

g=f g=f 

nennen; so Icönnen wir» dafs :sowob] F als Q » 
anch etwas Unendlichgrofses ansmacht, sogleich da- 
durch erfahren 9 dafs wir plötzlich g ~f setzen, 

* 

$« 9» Demnach wissen wir nun allerdings, dafs 

^ ~" ■ ^ -~ ö.(x-f) - ».<x— **"^ (x—O" 
aasmacht. Ob nun aber das letste Glied ledig- 

lieh neben dem Unendlicbgrofsen des Q », oder 
zum Theil auch neben dem Unendlicbgrofsen des 

t vorhanden war? und ob nicht neben dem ei- 
nen und dem andern auch noch andere endli« 
che Glieder eigentlich vorbanden sind«, die sich 
ebenfalls aufgehoben haben? dieses haben wir durch 
.diese Werthforschnngen nicht erfahren. Gleichwohl 
wäre es der Mühe werth, darüber auf's Reine zu 
kommen. (Da es schon bekannt {st, welche Schwie- 
rigkeiten uns namentlich in der Integralrechnung da- 
durch entstehen» dafs die endlichen Glieder neben 
den unendlich groben von diesen letztern gleichsam 
verschlungen scheinen ; überdies aber bei manchen 
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Schwierigiceiten auch dieser ihr Grund noch weht 
einmal gehörig bemerkt .worden iat.) 

$. 10, In dieaer Hinsicht wird nun die Frage 

entstehen « ob wir nicht für F nnd Q einzeln auch 
ihre endlichen Wdrththeile möchten bescimmen 
können ! 

Soll dieses durch die Methode des vorigen Ab* 
Schnittes versucht werden » so müssen wir , zuvör- 
derst F in AngrijBF genommen , diesem P eine solche 
Hülfs- Function H hinzufügen, dafs P -f- H ein 

o 

dessen bestimmte Werthe durch ( ,^, ' .^ ] finden 

VdN : dgy 

lasse« 

•■. 

Di^ea Fordenwgen geschiebt am einfacbaten 
Genüge durch H tr — ;.* i" * \, , indem 

ia P 4^ H ^ j** "f ^^g — .* ^^ f^. sogleich 

8 



solches s^ ausmache, welches =^ rr — gebe, tand 




.- ■ ■ - / ta + ft) — (o-HgtA - o .^ 
e.n \^^J _ (^ (i_L^ (^_f ^^ ~ ö •"•- 

macht, dessen Werth durch den Quotienten 

^lli^Ir: Z±-^ = JL bestimmt wird, wwn 

man dessen g ZZ i setzt« 

Da nun in diesem Qaotienttn gar kein g vor* 

kommt: ao mufs sogar ganz allgemein 

P O. H - ^ + ^V J> + 8»> - _L .evn 
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$«. 11«' Mit dem andern Theile 

_ Q - - / / tr^ ~. die Hölfagröße I = .^M?— 
verbanden , ' 

gibt I — Q z: ^,. . 7/ ^ — 7? — -TT^ — ^ i g*^^ *»• 

^ (t-g)<^— g) (f— g)(x-g)' *• 

al«o auch ein i — 1 — — --= ^ — • * — ~ . det- 

\Ny -^ (f — g) (x^g) — o • ' 

aen Werth durch 
g — f g=f 

VdN : dg^ - V- (X — g)y ~ ~ (X — f) • 

also ebenfalls ~ - — > » wie vorhin für P rf' H gt^ 
fundeQ wurde. 

S/is«^ Allemil mufa dna Orfifa^f ^fo ^tar Fotni 

'g=f . ' . 

— unterworfen » ein Q^\ — *• gibt, in ihrem Zäh« 

1er Z and Nennjsr N wenigatena einmal den Factor 
g*-f oder C — g enthalten; mufa daher auch ohne 

^ OifFerentfairecbnting dieaea gemeinachafklichen Factora 
können entledigt werden ; mufa auch dieaea darch 
wenigen Calcal geachehen können , wo dieaer ge- 
meiiiachaftliehe Factor ao deutlich vor Augen Hegt^ 

. wie in den beiden hier behandelten Fällen« Denn es 

^ ' (f-ÖCx— (f-g)(x-f) x-f 

und 1 — O — ft + f^~-*~ft'> — (IZJIL — * 
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f t$. Obgleieli nun H 4- I r: 
g = f g = f 

e ■ f ü 

fit: so dürfen wir doch tue P-|- H ^-I — Q = » — ^ 

g = f 6 

nicht schlieften, daCs auch P — Q n ft '"Uf ^^X * 

grrf 

Denn dai H -^ I rr o ist f a nnr durch plötzliche 
g IT f Setzung gefunden» welches blofs auf die tm- 
endlich grofsen Theile seines Werthes fuhren konnte« 
Durch die endlichen Werthstheile .dagegen kommt 

M, dafs wir P + H + I— Q = 2 —^^ 

g — ' d 4- 5 X 

«nd dagegen P — Q ~ ^fva '^•^^ $• ^ fc«hen; 

^x — i^ 

und nun würde es nur [für einige einzela Fälle« 
nicht aber allgemein gelingen können «'^ aus diesen 
Combinationen auf die genauen und vollständigen 

g==f g=f ' 

Werthe des P und Q einzeln genommen zu schlie- 

faen; daher wir nun auf. folgende andre Weise lang- 
sam und bedächtig das Ziel zu erreichen auchen 
wollen« 



Erste Aufgabe^ 
$« 14« Den ttnendlichgrofsen , nnd den 

endlichen Theil im Werthe dea 7-^ — stt 

f — g 

finden» 



V, 
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Auflösung^ 

$. 15. Der unenf)Iich grofse Theil, ^^^ s^ch al« 
lein genommen, iat hier leicht za finden, weil man 
nur geradezu g ~ f zu setzen braucht, um ihn 00- 

gleich alt ? ^ zr ~ erhalten zu haben. 

Um aber neben demselben auch den endlichen 

Theil im gesuchten Werthe dea r— — «« erhalten, 

müssen wir benutzeii» dafs i - ~ «=• + •? . t — ist, 

t — g t r t-g 

für jeden W.erth des g, folglich auch, für 

grzf g f 

g =C f. folglich j__=r j+ -.-_§_ rr j + - 



A n m r k u n g f. 

$• 16. Die benutzte Gleichung 

s 13 ^-7 + •? . s-^ — kann nicht nur durch äedtu« 

f — g f ' f f— g 

cirung der rechten Seite auf gemeinschaftlichen Nen- 
ner,' oder durch Multipltcirung beider Seiten mit 
f--*gt sehr leicht alt richtig bestätigt, sondern 
auch auf mancherlei Weise sehr methodisch ge* 
funden werden; am bequemsten durch die Ute Bino« 
sninalreihe (Vorerinnerung V $.5.)» welche dazu 
geeignet ist, jede Potenz von einem verneinten gan-* 
sen Grade durch eine endliche Anzahl von Gliedera 
anzugeben» Sie gibt uns sogleieh 

f^g = (f-gr— i + i.j4^+o 
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Die Ite gewöhnlichere Binomialreihe gibt dage- 
gen (f-g)"-» — j+p4-^+~ u, i. w. ohii' Ende, 

alto (F-g)""' =:-^ + -j +-J + j u, f. w. ohn* £nde;^ 

g = f 
würde uns daher lediglich f^-^ =r CO« t anzugeben 

6Gb einen, wenn wir nicht darauf aufmerksam wären, 
daf« man volles Recht habe zu behaupten: auch sie 

gibt uns fzrz— (f — 6)"^ — F "^ ^^T • ^^^'^^ 

fa das erste Glied dieser Reibe für sich, gans pnab« 

hängig von g , im Allgemeinen schon ~ s- ist , und 

nur der übrige Theil erst durch g IT f ein Unend- 
lichgrolsea wird« 

JnmßTkung 2. 

§• i7# Die Bdauptimgf waa für jeden Werth 
des g gilt, mufs auch fiir g ZZ t gelten» wird auch 
bibr, wie allemal, durch das Oesets dar Stetigkeit deoa 
Verstände anschaulich, wenn wir uns g verändere 
lieh, und nach und nach dem ZZ f durch unendlich 
kleine Veränderungen, annähernd denken; auch hier 
unter unendlich kleinen Annäheningen solche verste» 
hen ,r die man sich gleich anfangs schon je . klei* 
ner je besser .zu denken; dann aber noch derge« 
stalt kleiner werdend «u denken hat, da(s der Uo^ 
terschied zwischen g und f eiu völliges Nichts, ZZ o 
«werdend, und geworden seyn soll« .So^ lange 
g — f noch nicht r^ o geworden, sondern noch 

— werdend, also =— ^ noch nicht zz — sondern 

f~g 00 
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* noch — 18t ( Vi^rerinner, VIL), so lange ist der un- 
OC 

endliche Thcil neben f noch nicht >~* — ~ -rr- «on- 

f o I 

dem nur ein ~ ^ . OC 

Unschicklich wäre es hier su behaupten , dafs 
man «ich nicht völlig g ZT f , also nicht völlig 
£ — g ~ Q geworden denken solle ; folglich mufs 

man auch behaupten, dafs ^.— rr OO r *^ Voll- 

grofs geworden ]it»*8o wie f — «g ~ o ein völligea 
Nichts geworden iat« (Vorerinner» VII. §• 6«) 

Zusatz. 

J..18. Aus aem Satze « — TZr-^-c — — rH — # 

f-g I ' t-g f o 

welcher durch die vorige Auflösung gefunden uud 
erwiesen ist, kann s. B. nicht nui ^ 

gaf .g = f 

g = g g i 

. / ^ A \ ^ A Ä _ A , A 

^^ V,x(fri)J~50+r(Ti)-0"*'^ 

mentlich auch 

« = f , g , =:t 

^Z* A N ^ k \ A A A 

3J \^(x-f) (f.g)>/ =v.(;^=Fp J^(x-f) cf-g)'= (x«o-f ■*■ (*-o-o 

gefolgert werden, auch wenn X keine constanto 
Gröfse, wie A, aondern eine beliebige Function ei* 
nes verinderlichen x, aber von der Veränderung dfs 
g gans unabhängig ist; weil wir ja solche A und X 
von g unabhängig multipliciren und dividiren müs- 
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§en. Namentlich kann dieses X ir x — f teyn^ wie 
wir ea in der Folge am meisteo gebraachen werden« 

0. 19. Sogleich in 1) aey ~A ir f • so bat man 

eben so tnch aaf 

«-5 — — o I. ^ — rr 1 4- - achliefaen, alao A rr g 
f — g f ^ f ~g T o ^ 

aetsen wollen : 60 wnrde )a dieser Factor nicht, wie 
wir im vorigen Paragraphen es ausdrücklich bedun- 
gen haben, von der Verlin deriicbkeit des g unabhän- 

g=f g=f 

Mg Bern ! Wir würden dadurch ^ . ^ dem / 

• ® *^ ^ f— g « — g 

völlig gleich erhalten» Eine Behauptung, deren Un« 
richtigkeit schon dadurch einleuchtet, weil darana 

«=f g-f 

tolgen wurde, dara j^-^- ^ ■ rro seyn müfste; 

d* doch > ^ ■ — .? — ä_ — f "^ . ±: — 1 «ern maf«, 
r— g f_g f_g 

bei «llea Wertben de« g. also aacb bei g r= f : übeif- 

g = f . 

diea auch f ^ ~ i — m — 1 durch die Methode 

f — g ±0 

des XIXten Capilels sich r: j^ 4^ * ,^ ~ — 1 crgc- 

ben mäfate; wobei übrigens, der dortigen Methode 
gemSfa, nur von den endlichen Werthen des Aus- 
druckes eigentlich die B,ede seyn würde. Die nn* 
endlichen Weribe aber lassen sich leicht hinzufü- 
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gen , \rcil ja ^— — = j-£— — fZZZ • ^^^^ P^^**' 

ff. 
liehe g ~ f fetzung, sogleich ~ — — - gibt, und 

geben mufs ; daher wir für die Aufsätze der folgen- 
den Aufgabe gebrauchen können , 

g=f 

daff =--^ ? — — X A — - »eyn mufs« 

f — g f — g * o o •" 

/ 

Zweite Au f g a b e. ^ 

§. 20. Den unendlich grofsen und den 

endlichen Theil im Werlhe des ?-5 — «u 

\ f— g 

finden. 

Auflösung. 

g f 

g=:f 
f f 

g = f 

•o muf« '^ ^ P - ■ ~ o + - , ein reinet 
f— g * o 

Unendlichgrofs ohne endlichen Zueatt 
aeyn. 

Zusatz. 

5. 09« Da e ' ' — o -1 — hiermit gefunden und 
f — g ' o 

erwiesen ist, so mufs z. B. 
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, A.gx.A.f ,A.f - 

auch 7 — ^ =rul.o -i ~ o -4 seyn ; und 

f — g . o * Ü _ 

da ^ ebenfalls ein von der Veränderlichkeit des 

X — t 

g unabhängiger Factor ist , so mufs 

g = f g=:f • 

auch r— i — : tZ ? 4- ". ?rr-r5 — r n -4- 7 r- sejn, 

(x-tj(t-a) , x-f ' (x-O(f-g) ^ (x-f).o. 

aUo ehenfiills ein reines Unendlichgrofs aus- 
machen ; indem das endliche Glied sich ZZ o ergibt. 

•B»Tn»rkung> 

g f 

fi. 23. Wenn aber nach —7^ r gefragt, 

^ (x — f)(f— .g)^ ^ 

wird, wo der Divisor (x — g) nicht wie der vorige 

(x — f) vom g unabhängig ist, sondern selbst auch g 

in sich hat : so können wir schon aus der vorigen 

Bemerkung §. lg« abnehmen , dafs hier eine eigene 

Werihforscbung ndthig wird* 

V 

I 

'Dritte Aufgahe^ 
$• &4« leden endlichett tind unendlich 

grofsen Tbeil im Werthe ii^t . ^ '. — r «» 
» (x-£>(f-g) 

finden, 

• ■ * .' 

Auflösung. 
§. fl5. Da 

* * ,(^t-g)--(«-Q^ f— g 

(x-0 (f-g) ~ (x-g) (f-g) - (x-f)(x-g)(f-g) (x-0 (x-g) (f-g) 

J 

=1 ; — 77-/ : i«tf bei jedeai Werthe des g, also 

(x-f) (x-g) ® , . . 
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auch ' — — -.-= — r — r TT? — r ~ 7 — srr — sT «cyn maf« ; 

(x-t)(f-g> (x-g)(k-g) <x-f)tx-0 

, 1 i , 1 

(nach 3) §. Iß.)- «o folget von dieser letzten Ölet- 
chung die vorhergehende abgezogen » 



A n m 9 r kii.n g* 

§. s6* Begreiflich konnte und sollte aus der er- 
sten Gleichung, in der Auflösung nur der endliche 
Theil ihres Werthes für den Fall g rr f bestimmt 
werden in der zweiten Gleichung» indem man ja in 
iener ersten» den Zähler, und den .Nenner» des 
Factors f — - g entledigt hatte, durch welchen für 

£ r= f die unendlich groben Tfaeile ■ ■ ^ «i»» ^ ^ i^. 

, ('^-fjfO (x-f).o 

entstehen; welche sich übrigens durch plötzliche 
grr fsebbiing sogleich angeben» auch als nur unter 
sich vergleichbar abgesondert aufgeführt werden 
können; übrigen«» da sie beide ewei völlig gleiche 
imendHchgroise Gegengröfsen auümachen #. einander 
venraHen müsaen » und auf den in der Aufgabe ge* 
stechten Werth keinen £inÜufs behalten« Bei der fol- 
genden Auflösung wollen wir indessen die Unend* 
lichgrofsen sogleich jeder Glejichung hinzufügen » hin- 
ter dem aiugeaeicbnet veiUngert«^ • — | — . 



t . 
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9 

y i 9 r t e Aufgabe. 
§. C7. Die endlichen und die unendlich gro* 

Tsen Theile im Wertbe dea ^^-t- < zu 

finden« 

Auflösung^ 



5- *«• ^" (K-g)(I-g) (x-g)Ct-g)-(x-g)(f-g)- X- 

iet» bei jedem Werthe des g: so muf» 

g = f g=:£ 



(x-g)(t-g) (x-g)(f-g) x-f ■ (x-O.o (x-O.o 

leyii ; indem wir die beiden unendlich groFsen Glie- 
der, durch plötzliche g r: f' Setzung sogleich erhal- 
ten können. ' 

Da nun -f _^-=;+-l^-.^-^ ' (x-f) . o 

scyn roufsy vermöge der vorigen Aufgabe und ihrer 
Auflösung (§. fl5): . .: ; , 



i 



" $♦ S9« Folgende IV Lehrslltse bei der 
Faetoren- Formf -r* g^ welche durch die vor-^ 
hergehenden vier Auflösungen gefunden sind v wollen 
wir nun in der Küree hier aufFühren, und dann die 
4 Lehrsätze für die Factoren • Form g *— f mit gehö- 
riger Bedachtsamkeit hinzufügen und rechtfertigen« 
(Die Ueberschriften g ZU f bat man sich auch für alle 
in der zvveiten » dritten, vierten Zeile ^ unter ihnen 
alebende Ausdrücke gehend zu denken.) 
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gtrf g ' ■ i 

also auch *-— i:^ t 4- s— n* t —4— - 
f — 6 ^ f—g ^^ o 

Ferner » 

(x-f)(f-g) FP f(x-f)(f-g) (JTf ^ ^;ho:5 ^»* 'ö^ 

also auch 

(jc-f)(f-g)-i^^(x-f)(f-6)-x=? ^ (x-f)o^ 
g-f ^ 

11) T^ ''-^"-""^ '■ -■■!■■■■ ■- — f— - (§, ftl) 

auch 



jedoch mit Aasnahme de« Wenhfalles x r: !# iii 

Welchem daa erste Glied als — — a sich r: - er*' 

X — f o 

gibt 9 also etwas anders als rr o ausmachen könnte* 

I |f ^ I «■nw *! ■■■ r . ■ > ■ <M ***** W i m 11 I ■■ Mute s i ■ <■ i » i ■ ,■ i - j w ■ ■ i I (l.O/k J 

also aach~ 

(x-g)(f-g)~»-f (x-f/ ^ (x-f;.o 

8' " ' C 
II I ii ^ tut »t & 

/ (x--«)(f-g) (x-0* ^ (x-f)^o 

0« 30* Dte dazu gehiirigen 4 LehfsätsA 
für die utngewandte Factoren^f orm g«<»f 
sind: 

^ • 

6 
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g— f ß 



1) 



t 1 t II 



g ^ f — f f — g — t o 

aach 



2) . 



(x-f;(g-f}— x-f (x-0(f-g)~ x-f (x-f).o 

g „ f 

g _ f o 

g o f 

(x-0 (g-0 ;r£'~(^=f):3 

. I ' ^ , 1 1 



(x--g) (g-f) (x-f).f ^ (x-O" (x-O.o 
. f i_j__L_ _i 

"" (x-g) (g-f) X _ f T" (x-f)« ■" (X-O.o 

e f f 



(x-g)(g-0 ^(x-f)' (x-f).o 



Erklärung und Rechtfertigung dieser 

4 Lehrsätze, 

5, 31. Bei den obigen IV Aufgaben wurde ein 
für allemal g als die veränderliche Gröfse betrachtet, 
welche :=i f geworden, die Vernullong f — g — o 
dergestalt, voraussetzt, dafs f als die gegebne Gröfse be-' 
trachtet wird (die übrigens, wie sich von selbst ver- 
steht» bald bejaht, bald verneint, bald auch unmdglich 
gegeben seyn kann)» 

Wenn man nun z^ B. neben 7 den Aus- 

f — g 

druck j. zu behandeln hat: so mufs natürlich 

g — I 

auch hierin g als die veränderliche Gröfse betrachtet 
werden, welche n f geworden, den Factor g — f— o 
gemacht habe. 

Da nun -% m — ist, ao wird den 

6 — * * — g 

meisten Analysten die Folgerung dea hier io $/ 30* 
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aufgeführten iten Lehrsatzes aus dem obigen Iten» 
§. 29., so leicht und unverfänglich scheinen, dafs es 
ihnrn unbegreiÜich vorkommen mag, darüber noch 
Erklärung und Piechifertigung hinzufügen zu wollen. 
Solche Unbedachtsamkeit bestraft sich dann in der 
Anwendung mit Widersprücken und Unbegreiflich- 
keiten , /ivorüber man halbe und ganze Jahrhunderte 
bin und her erklärt und streitet, ohne darüber wabr* 

haft auf's Reine zu kommen. 

( 

§• 32. Ich bemerke zuvörderst und Erstens: 

f ff 

Wenn aus dem I) ? n i + 7 — 1 -l 

I — g * — g o 

f y* f '^ f 

auf 



g 



f_r- f \_ f__ 1 

-fV~~t-gJ- * f_g--* o 

. . . f 
geschlossen wird: so wird die o im — des Iten Satzes 

für schlechthin o geachtet, die allerdings als 
solche; weder bejaht noch verneint ist; und 
dabei soll es zur Bequemlichkeit des Calculs aller- 
dings auch verbleiben. 

Aber da man neben f — g — o auch g — f ~ 
Tiati und g — f rz — (f — ^ g)f «iso auch 

g = f g = f 

(g — f) — — (f — g) ^=^ — o seyn mufs, also e^ne 
verneihte o neben der f — g ~ o' schlechthint 
hier in Anschlag kommt: so mufs die für schlecht- 
bin geachtete o als die bejahte hier geachtet wer« 
den (M. s« meinen Ersten Unterricht in deir 
algebraischen Auflösung, 2te Auflage, im sten 
11. 10. Kap.), und dazu wird er fordert, da fs man 
sich bei dem g — f~owerden, die g von 
der f dergestalt verschieden gedacht ha* 
te, dafs vor dem = ogeworden seyn, wäh- 
rend des ~o Werdens, f -« g^ bejaht war, 

6* 
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damit die entstandene o eine niedrigste Gränze 
der bejahten f -^ g ausmache« 

$• 33« Obgleich nun dieses zur Bequemlichkeit' 
des Calculs im Allgemeinen vorausgesetzt werden 
soll: so ist doch ratbsam , zur Orientirang in Fäl- 
len, wo Zweifel entstehen, es 
Zweitens in Gedanken zu haben« dafs, allemal 

g=:f g = f 

^o ^ ' ■ ■■ ' ■ " ■ ~ — - ist. dann * ^ zz —— s ey n 

f-t-g +o g~f^±o 

mufs» Denn wenn f— g während des Nallwef- 
dens bejaht war, so mufs g ^— f während des Null- 
werdens verneint gewesen seyn; und umgekehrt« 
Hiermit ist nun 

Drittens die Schwierigkeit gehoben, welche sonst 
die allgemeine Behauptung in §, 15. verursachen 
müfdte, dafs man nämlich den unendlichen Werth 
des verlangten Ausdruckes allemal dadurch finden 
kann » dafs man g =1 f setzt^ 

g=:f 

Sobald wir von , den endlichen Werth 

f — S 

2- wissen x so können wir nun auch schliefsen , dafs 

g = f g = f 

der ganze Werth p- ~ 7- 4- . ■ ■ " ist, 

f — g f ' f — g 

g=f Z-i 

und nun — — ^-^ ~ ^- ?- + — — -r; seyn mufs , weil 

ja ganz allgemein ^ wo t^^ — rr rr— ist « alle^ 
^ » f — g +0 . 

g = f 

mal • j ~ - — ' «evo mur*: 

g — f ±0 ' 
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§. 34. In diesen acht LebrsSuen sind nun die 
endHchen Theile des Werthes neben den unendh» 

« 

chen so genau ausgedrückt, dah sie zur Befriedi- 
gung des Wunsches §. 9. hinreichen müdsen, näm« 
lieh deutlich zu durchsehen » wie in dem, fär die 
Zerlegungslehre so merkwürdigen Satse, dafs 

er zizziz f ß mm f 

a 4- bf a-^-hg _ i i , <i-f-Bx . 

(x-f}(f-g) (x-g)(f-g)-(x-f)o (x-0.o^(x-0^ "* 

einige endliche', und die eämmtlichen unendlich gro« 
fsen Theile der Werthe des ersten und des zweiten 
Bruches« sich aufbeben, und 60 den endlichen Wertb 
übrig lassen* 

$.35. Ausführung* 

g == f 

Es ist f f. .f . — r — K~c4- > ■ Vs ($.JO. Lehr- 
(x-f)(f-g) (x-f).f ' (x-t).o/ * 

«atz I., dritte Gleichung.) 

a a , a ^ 

(x-g) (t-g) (x^f).f ^ (x-f)» (x-fT:© 
(Lehn, III. erete Gleichung.) - 

m+*r--7r^— ^ — FT*"* **enr6. IV» 



(x^g)(f-g)- (x-f)- (x-f).o 



a 



g + bf g + bg _ b , g , 6 f 

, _bx — 6f+a ^ t£ 



(X - 0» 



■»•••■ 



— t±^ ; und die sämmdi- 

(x — f)* 

eben unendlich grofsen Theile haben eicb. aufge« 

hoben. 
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0* 3^* Dd Aich nun fti/r die beidem Brüche in 
der linken Seite des Resultates, die unendlich 
grofsen T heile ihres VVcrtlies leicht angeben las* 

g == f g "=:= f 

.•« . t'n^pm <^ + ^^ ^±±H _ Q + Bf a + 6f 
sen ; indem t — tttt — ;: *~ ^ c^ Vi? — r — ; — ?r~ "~ / * .^ * 

seyn'mnfs: so kann diese Uebereinstimmung mit den 
cinzelen unendlicbgrofsen Theilen in der obigen 
Ansführung» zu einiger Bestätigung für die Rieh* 
tigkeit des ganzen Verfahrens vermittelst des Erfol* 
gea dienen. 



S 1 

(x-O (f-g) ( _ ) (x-t).o T" (x-f).f + (x-0 

o + Bg (-") a + bt a , o + bi 

■"(x-g)(f-g)-) (. (x-£).o (x-t) f "*" (x-f> 



$. 37. Da wir auch vollständig uns hersetzen 
.können, dafs 

s f 

g + » >f N /^ a + 6f , a i«_L^ 

-ftf 
f 

o o * * (x — t)-* ' 
> . . Bf , Bf _BCx-f)+n_ Bx 

muls ; indem ; — ' ^.a + ; ^ ' ^ — —7 Trr- — / |<T 

(x — f)f (x— (x — f) (x — f)^ 

•ich ergibt: so liegt es uns hiermit deutlich vor Au* 
gen» dafs die beiden unendlich grofsen Theile so 
völlig einander vernullende Gegengröfsen 
sind 9 daCs deren Differenz keinesweges etwas 
anders als in o seyn kann ; sondern die endliche 
Differenz der beiden vorgegebnen Brüche aus den 
endlichen Theilen ihrer Werthe zusammen genom« 
men sich ergeben mufs« 

r 

$• 38* Aus den IV LehrsStzen in §• 29 und den 
4 LehrsStzen in §. 30 lassen sich nun viele merk* 
würdige Folgerungen ableiten. So erhellet aus Lehr- 
satz I« sogleich , dafs 
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überhaupt -p— — -- seinen endlichen Werih rr ^ , 

. neben .mehr en unendlich grofsen in aich ha- 
ben mufs; u. dergl. mehr« 

£inige der schwierigsten Fälle bei diesen 
Werthforschungen können uns durch folgenden Lehn» 
sata sehr erleichtert werden. 

I 

r 

L e h n s a t z^ 
$.39. Wennli= ^^^^^,_|_^^,^^^ i.t, 

und dessen X = o gibt» 
x=a x=a 

so ist ^ rZ -rp — ^. 

Beweis, 

§* 4^. Schon durch das gewöhnliche Verfahren 
des algebraischen Dividirens kann man finden, 

dafd ^ zz 4r — ^ + ex + 2)X* +.♦/ sich er- 

' i^ A Jv 0(01 

gibt, so dafs (£ und ^ u, s. w durch «» )3f^Y« •••• 
bestimmliche, also wie diese selbst , vom x unabhäa« 
gige Coefficienten bedeuten, 

namentlich 6 = (^ — ^Yi ist, 

\oix a y oc 

x=a x=:a 

Folglich A-=-i-— .^ -L g.o + 5D.0.0 + . . . ♦ so 

Di 9l\ ax 

xsa 
dafs *-rp für das jedesmal gegebne X noch zu fin- 

den» ff- -^ aber allgemein durch « und ß schon be- 



a« 



I 

t 
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itimmt htf ohne dafs die folgenden geg^ebnen Coeffi-^ 
cienten Vt }» u. 8. w, irgend einen £inflafs auf die 
im Lebn9a(«e behauptete, Gleicbnng haben können, 

JJ, 4i, Wenn, wie vorbin, X zz o gibt. 

also nach vorigem Beweise. 

«lieiea j^ni- — ^ X + €X* +>*♦ aeyn mufo: ao 



x=;a 
L 

N 



ina(9 dicÄca ^ :r - + <> ^^7^' 



J, 48. III) Wenn ^ = ^ .. ■ u. — * gege« 

ben iaif also nach vorigem Beweise 

#ejrn rowCs i eo mufa 

3?=a x=;a x=a 

4 u f g ß h fi^ 

• f* 45» D<50 endlichen Wertb dca ri- «su 
lindeni d^aa^n unendlicb grofaer Werth 



/ 



fieien den vnenäliehen zu ßnden. i|21 

Jluflösung^ 

C^« $«S7): 6o' haben wir durch den Lebrsats, $, 41, 
dessen a^ ß^ y^ H und a 

hier s:; j, 0, -, — • und x gegeben ßind, 
xsi x — j* 

S X~l~l 

dafs \ — — — ' f- o 4- o seyn mu&t 

Da nun •— ^ — rr o •< ist (Lehrs« «♦ •§• 30,, 

X — i o ^ 

dessen g ~ x und dessen i Zl x gesetzt) 

X 1 

und ■ -j^ rr— !•«-- i^t (Lehrs« i. §. 30^) 

x~t 

also ' — ! — — — » ist; 90 

X — X o 

x=i 

jöuis _. zr — - —■- xscyn^ 



Anmerkung. 
$f 45« Keineswegea 0OII und kann biemit be« 

X=:i 

Rauptet werden, dafa nuu jedes ; — > aus einem ne- 

gaiiven Unendlichgrofsen und — ^ bestände ; son« 

dem nur 4ann, wenn (gx bei* aeinem Nullwerden 
fc}einer als 0, also negativ, also-x^i war: nur 
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dann ist - — ein rr — — — — , Wenn dagegen x*>i 
Igx ' 20 5 ö -^ 

in seinem — 1 werden,' folglich (09 x in seinem 
r= o werden» gröfser 9IS o war » so 

ist , — ZU 1 (M. s, Vorerinner« VII* §. 8«) ' 

jgx s » o ^ 3^ u/ 

* 

Aufgabe^ 



X 



X 1 

(?. 46» Den endlichen Werth des . — 

■ ^ x-i Igx 

zu finden, dessen unendlich ]grofse Wer- 

the iz — — h - ZI o geben, 

0*0 ° 



AuflÖSU4ig* 

xrzi 

§. 47. Da — zr o — - 

^ ^' X — i o 

x=:i 

, und — 5-— ZZ — H ist, nach voriger 

Igx a * o * ° 

Auflösung : 

X zri 



X 11 



so mufs = — ZZ 1- o seyn , unter dem 

X — i Igx a * ' 

Beding, dafs (og x vor seinem zz o geworden sejUf 

Kleiner als o, also verneint, also x kleiner als 1 war* 



/ 



Z H,s atz* 

$* 48* Wenn dagegen x bei seinem ZZ t wer- 
den gräfser als 1 yrixei sq hätte man 
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X-l * o 



X=l X ■ 1 

111 , X 1 |1| 

— ; — rr , also 7—- =4- - + o, wie 

Igx s o x-i Igx '2*. 

vorhin» obgleich die beideu unendlich grofsen Theile 

seines Werthes nunmehr gerade die GegengröCsen 

der vorigen sind. 

S* 49* ^^^ Ende des Baches dürfte ich» falls schickli« 
eher Raum dazn bleibt» noch einige diesem XXV ten , und 
dem obigen XIXten Kapitel gemeinschaftliche Aufgaben hin. 
xufügen » nachdem ich' dann auch von der ebeirfalls hier ein* 
greifenden Zerlegung gebrochener Functionen 
schon werde gehandelt haben. 



Sechsundzwanzigsbes CapiteU 

Einleitung in die Zerlegung g^brochc 

ner Functionen^ 

§. 1, ' Jedes x« + Ax"-* + Bx«-« ...... Mx -|- N, 

dessen n irgend eine bejahte ganze Zahl ist», des- 
sen Cofficienten A» B,.,,M und N, ^ein x enthal- 
ten» und dessen erstes höchstes Glied x^ keinen an- 
dern Coefficienten als -j-^ ^^^» wollen wir ein alge- 
braisch geordnetes (das heifst, für die algebraische 
Auflösung bequem geordnetes) Aggregat vom n ten 
Grade nennen« Wenn dergleichen Aggregat ZI o 
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gesetzt wird, so hat man die allgemeine geordnete 
Form einer Gleichung vom nten Grade. 

$. 2* Wenn nun z. B* für die geprdnete kubi- 
icbe Gleichung 

3(3 -\- fi\^ -^^l^yir^C TZO erwiesen ist, dafs allemal 
x3 4- Ax^4-^'^4-C = (x+a) (x+b) (x + c> eeyn, 
ihr Aggregat allemal ein Frodnct aus solchen 3 ein- 
fachen Factoren seyn muf» , von denen jeder dfe un- 
bekannte x nur in der ersten Digniiät enthält : so ist 
es eben dadurch erwiesen, dafs das cubiscbe Aggre* 
gat sowol durch x n: -^ »t als auch x ~ — b, oder 
X z:^ "— C gesetzt, sich ZU o ergeben mufs , abo die 
cubiscbe Gleichung drei Wurzeln hat , w^elche wir 
der folgenden Anmerkung wegen, die drei Vernul- 
lungswerthe der drei einfachen Factoren nennen 
wollen I und einfach heifsen diese Factoren eben 
defshalb , weil jeder derselben 'n o gesetzt, eben da- 
durch und dafür nur einen einfachen Wertb des 
X bestimmt, 

* §, 3, Da nun die wichtigste und eigenthüra- 
lichste Lehre der Algebra, dafs in jeder Gleichung 
vom nten Grade, der unbekannten x allemal n Wur- 
sje^ln , n Werthformen zukommen müssen, durch yirel- 
che der Gleichung Genüge geschieht, am besten er- 
wiesen ist, 'wenn man dargethan hat, dafs jedes Ag« 
gregat vom nten Grade in n einfache Factoren zer- 
legbar seyn mufs: so hat man diesen Satz als einen 
Hauptsatz der ganzen Algebra zu betrachten. 

Schon im Journal für Erzieher, Destsu 1784» 
8. 516* habe ich erörtert, "warum eelbat auch die besten da- 
mals von Karsten und Kästner gegebneu Beweise, nieht 
vollkommen bündig seyen. Meinem eigenen , dort mitge* 
theilten Beveeise würde ich gegenwartig einen andern hin- 
j^uziifügen wissen, der selbst 4UoU von dem Grundsatse 
Unabhängig ist » dessen ich dort mit K $ s t ü e r mich bedient 
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habe. Hier dabei tnjch aufzuhalten, ist nicht nöthig • weil 
die ganze Lehre geWifs' genug ist. Nötbiget seheint eft min 
folgendes deutlich gesagt zu haben, 

$. 4. ^Vcnn X -|- f ein Factor ded Aggregates 

eine Wurzel der Gleichung x" + Ax"-» . • . + Mx -f N rr o 
s^'yn ; weil das ganze l?roduct flieh vernallen muffl, 
indem durch diesen Werth des x ein Factor dessei* 
ben > X -^ f :z o wird. 

Da dergleichen Vernullungswerth ^ sogenannte 
Gleichungs Wurzel 9 bald bejaht , bald verneint, oder 
auch keines von beiden » also unmöglich scyn kann: 
-so ist es nöthig, die Bedeutung des f an sich, in die* 
ser Hinsicht, so allgemein zu fassen, dafs man nichts 
w^eiteres darüber bestimmt, als dafs — f die Ge- 
gengröfse des f ausmacht, welche dann auch für 
den Fall, da f weder bejaht noch verneint ist» eben« 
falls weder--bejaht noch verneint seyn mufs. 

Für viele dabei vorkommende Erörterungen ist 
es bequem, den Wurzelwerth des x, nicht durch — f 
sondern durch f ausdrücken; da denn der einfache 
Factor durch x -*- f « die einfache Wurzelgleichung 
durch x •— f ~ o zu schreiben ist. Und so wird es 
sehr verständlich seyn, wenn ich behaupte» dafs 
<• B. jedes kubische Aggregat 

x3 4- Ak^ + Bx + C rr (X— f) (X — g) (x — h) 
seyn mufs, indem f, g und h die drei Vernullungs* 
werthe der drei einfachen Factoren des kubischen 
Aggregates, also die drei Wurzeln der kubischen 
Gleichung x^ + Ax^ -j- Bx -|- C rr o bedeuten« 

$. 5* 'Wer nun diese algebraisch einfachen Facto« 
ren nur bei der Gleichungstheorie kennen und 
bfnätaen gelernt hat, kann leicht verleitet werden» 
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X — f für ihre allgemein? Form zu achten , in yveh 
eher nämlich f fede GröFse (bejahte, verneinte oder 
unmögliche) bedeuten kann, die nur kein x enthält/ 
vom X unabhängig ist; und 4easen x keinen andern 
Coefficienten ald i hat. 

Aber die allgemeine Form desselben ist vielmehr 
m.x — fi vvreil auch durch mx — f m b gesetzt^ 

vermittelst dieser Gleichung nur ein einziger . 

f 

Vernullungswerth x rr — für x bestimmt wird, in- 

m 

dem auch m jede beliebige constante oder verMnder« 

liehe, nur vom x selbst unabhängige Gröfse^ bedeu- 

ten soll. 

Allemal m ~ i vorauszusetzen, ist nur hinrei» 
ehend für die Gleichungstheorie, wo es bequem und 
rathsam ist, das Aggregat des x allemal vorläufig so 
geordnet zu haben, dafs dessen höchstes Glied x^ des 
m entledigt sey. ^ 

Für andere Untersuchungen, namentlich für die 
hier beabsichtigte Zerlegung gebrochener Functionen» 
würde diese Ordnangsregäl nicht gcrathen sejn. 

§•6. Ich bemerke ferner, dafs es für die Giei* 
chungstheorie, auch für das dahin gehörige Multi* 
pliciren und Dividiren , u. s. w., eben so rathsam als 
gewöhnlich allerdings ist, das zu behandelnde x#Ag* 
gregat, wie oben in §, 4* ^^ ordnen*' Für die hier 
folgenden Zerlegungen und deren Gebrauch iß der 
Integralrechnung, ist es dagegen rathsamer, wenn 
cum Beispiel X ein kubisches Aggregat ist, 

dieses Xn:«4~^^~f'V^*4'/^^^ 
in «dieser Ordnung aufzuführen; und auch bei höhe- 
ren, oder den niedrigeren, den quadratischen Aggre- 
gaten/ werde ich den Coefficienten des letzten hoch*, 
atea Gliedes allemal durch fA bezeichnen. Dabei, kann 



I 
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imn folgender Lehrsatz als allgemein für jedes x# Ag- 
gregat vom n ten Grade verstanden und erwiesen 
vorausgesetzt werden , wenn wir ihn beispielsweise 
für ein Gubiscbes Aggregat ausgedrückt und erwiesen 
haben* 

Lehrsatz^ 

.§.?• SeyXrrÄ + ySx + vx^ + ^ex^ein 
kubisches Aggregat, dessen Coef fi cienten 
»9 ß% y un<l /^ allerlei Gröfsen seyn mögen»' 
wenn sie nur kein x enthalten» vom x un- 
abhängig sind: 80 ist allemal 
auch X ~ /jt (x — £) (x — g) (x — h) , indem f und g 
und h die Vernullu ngswerthe der x in den 
drei eiilfachen Factoren des X bedeuten. 

Beweis. 
$. Q. Aus dem vorgelegten X folgt , dafs 

auch — n: x^ + 31 x^ 4- ~ X + - seyn mufs. 

/* M f^ h 

Da nun dieses Aggregat ~ o gesgtzt, eine ge- 
ordnete kubische Gleichung abgibt« welche drei 

Wurxeln x rz f , x m g und x z: h haben mufs: so 

X 

mufs — ~ (x — f) (x — g) (x — h) , folglich 

auch X ~ i* (x — f) (x — g) (x— h) seyn. 

Zusatz 1» 

§• 9» Seyen m x 4* ^ » ^^^ nx -4- l* «"^ rx -f- c, 
als die drei einfachenf Factoren des kubischen Aggre* 
gates X gefunden: so mürste dieses Aggregat 

X — (mx 4- a) ("3c + b) (rx -}- c) 

a b c 

auchn mnr (x ^ — -) (x -| — r) (x -] ) seyn; also 

mit X zz A* (x — f) (x — g) (x — h) des Lehrsatzes 
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verglichen I allemal /u tu mnr sejn ; und die drei 
Verntrilungswerthe dieser drei Factoren sind allemal 

fr: — — igrr — - und h rr — -. 

m ^ n r 

Wenn wir nun X~iüt,F.G*H schreiben^ so 
ist sowol F als G und H der Factoren - Form x -j- a 
unterwarfen; ntid bei dieser Form brauchen wir 
dann allerdings nur zwischen gleichen und unglei« 
ehen Factoren 2u unterscheiden« 
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$« 10« Da hieraus erhellet» däfd unter den drei 
einfachen Factoren eines kti'bischen Aggregates X» 
dessen fx nicht rr i ist» wenigstens ein solcher 
Factor a^ch befinden mufs» der zum Coefficienten 
aeines x ein^ andere Zahl als i hat: so erhellet, dafa 
wir bei einem aolchen Aggregate nicht x -f- a» son^ 
dem mx -}^ a als die allgemeine Form seiner einfa» 
chen Factoren ansehen müssen; folglich zwei der* 
gleichen Factoren m x -)^ a und n x -j^ b, nicht blofs, 
wenn sie einander gleich sind, also m n n 
und a rü: b haben» für einerlei Weicth des x sich 
vernuUen; sondern dieses auch schon geschehen 
mufs » wenn nur die Vernul 1 ungs wer the 

X =r: •— — und x r:! — - einander gleich 
m n '^ 

sind« Z. B« Di(^ beiden einfachen Factoren 3 x -f- ^ 

und X -^ ^ sind einander nicht gleich » der etste 

ist ja das 3^^^^^ des« zweiten: aber beide haben ei* 

nerlei Vernullungawerth x tr: - d; und mögen 

in dieser Hinsicha gleich vetnuUbarn Factoren 

genannt werden« 
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Anmerkung* 

$• 11* Für die gleich folgende Zerlegungstheorie 
191 e» wichtig zu unterscheiden , ob da» Aggregat 
aus Factoren hesteht, die lauter eigenthuniliche 
oder einige gemeinschaftliche Vcrnullnngs* 
;VirCrthe haben; wofür al60\ die blofae Unterscheidung 
zwischen gleichen und ungleichen Factoren 
. nicht hinreicht. Obgleich hiedurch bei geübten Ana* 
lysten keine' eigentlichen Unrichtigkeiten zu erfol- 
gen pflegen : so wollen wir doch bei unberm folgen« 
gen Vortrage immerfort gen^ueVllücksicht darauf 
nehmen. 

Lehrsatz^ 

§. is. Für die Integralrechnung ist ea 
, wichtig zuwissen, dafs z, B. jedes 

kvann zerlegt werden» so dafs 91 und $5« 
dieZähler dieser beiden einfachen Brü- 
che, vom x unabhängige, durch a, m, b und n 
bestimmbare Gröfsen sind, auch als aoj* 
che können gefunden werden, wenn man 
(a -j-mx) und (b -|-nx) als die befden einfa-. 
eben Factoren des quadratischen N anzu* 
• geben, also dieses Nii:«-}-/3x-f'M^.^ äI*» 
r:: (a -j- mx},(b -J- nx) anzugeben wcif$» 

B c w e i s* 

§0 13* Die behauptete Zerlegung, 

■ , . " t?T = ^ ■ 4- r-.— . ''" •*'• •"«*- 

(Ä-J-mx)(b-|-nx) a-f-mx ' b-}-nx ** 

mein richtig erwieaen und gefunden, wepr^ myi 

9 
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ein solchem 9 und 03 anzugeben weifs, welches 
« + 6x — (b 4- nx) « + (a + mx) gj, 

das ist, a-j-bxn ba + *55 4"('*5' + ™®)^ 
leistet, bei, allen Werthen , des x. Daza aber wird 
•rfegrdert 

i) dafs ba + ag5 r: a 
und 2) dafs n$( -j'™^ =^ ^ ^^7» ^^^^ dnrch diese 
beiden Gleichungen werden die beiden gesuehten 
Gröfsen 8 und $5 völlig bestimmt« Denn aus beiden 
Gleichungen 

die 95 eliminirt, gibt % iz: r 

° iia — mb 

und 9( eliminirt. gibt 35 — — r t 

° mb — na 

j , , ^ ab — ma ,«i b6 — na ^ 

wodurch also 8 n r$ und S5 =: r g«- 

na — mb na — mb 

fanden ist« .. 

Anmerkung^ 

$• 14^ Hiebe! wird nun allerdings in den Lehr- 
büchern erinnert» dafs bei Gleichheit der bei- 
den einfachen Factoren, sich 31 und 95 unend* 
lieh grofs ergibt, und dadurch dies6 Zerlegung für 
den beabsichtigten Gebrauch in der Integralrechnung 
untauglich wird. Da die Gleichheit dieser bei- 
den Factoren behaupten mufs» dafs a-f-mx r= b-^nx 
•ej, bei jedem Werihe des x : so wird dazu erfor- 
dert, da& a :=: b und m = n sey, Hiedurch wird 
also na — - mb IT o, und 

a6 — mg b5 — nH 

tt -4- ^^ ® o • ji- 

tot a — — "n "^ -m 9 *u diese 

«-|-)8x-t-/ixx* a-{-mx b-j-nx 

swei unendlich grofse Brüche allerdings zerlegt ge- 
funden» die auch, wegen a6 — ma — bb — na» 
und a-f-mxrrb-}-nx, an absoluter Gröfae ein- 
ander völlig gleich seyn müsaent 
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Da aber die unendliche Grofsheit nicht blof« bei 
gleichen» sondern auch schon bei gleich- verhüll baren 
Factoren eintreten mufs : so ist es wohl r^thsam, 
bei der ganzen Zerlegungsmethode diesen letzteren 
allgemeineren Grand ihrer erwähnten Unbrauchbar* 
keit vor Augen zu behalten. 

In dieser Hinsicht wird es das rathsamste seyn, 
aich jedes vorgegebne N vermittelst der Wurzeln 
oder Vernullungswerthe der Gleichung N rz o aus- 
gedrückt zu denken; da wir dann allerdings nur 
zwischen gleichen oder ungleichen Vernullungswer- 
then zu unterscheiden haben. 

Lehrsatz samt Beweis. 

• €♦ 15. Jedes =^~ — , ^^ , r-ist r: ■ , T , — , 

wenn f und g die beiden Vernullungswer'« 
the des N» also die beiden Wurzeln der 
Gleichung N = o bedeuten; und nun ist 
ea einleuchtend, dafs 

man M irr == ;; rw — r-r = -^ H mit COn- 

'^ N (x— f) (x— g) X— f ^ X— g 

atanten g und @ gefunden hat, wehn man 
die vom x unabhängigen § und ® anzuge^ 
ben weifs» welche der Gleichung 

Z = g (x— g) + ® (x— f) Genüge thun, bei 
allen Wertben des x« 

Da nun zwei von diesen Werthen die x ~ f 
und X rz g sind, 

x=f 
folglich Z — g.Cf-g) + ©.o 

x=g • 
und fl)Zr:8*0 4* ® (S'^'O ^^7^ mufs: so 
werden durch diese beiden Gleichungen ohne x» die 
beiden gesuchten GrSfsen 

9 * 
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g ::: Ijtii und © = t±J3 so völlig be- 

ftimmt« ()afd e« keine »ndere al« diese beiden con* 

•tant«n Wertbe dafür geben liann ; woraoa nan 

tf + bf a + t>g 

^ #. Z f— ff f — g 
ielgt , d a Ta ; j— r r: ^ 2. s a y n 



folglich 



X — I: X — g 3 



$. i5. Wenn aber die beiden VernaDjingawertbe 
I uiul g einander gleich sind, und daher diese bei- 
den Zerlegungsbrüchc wegen f — g ~ o sich un- 
endlich grofs« und somit fiir die Integralrechnung 
unmittelbar brauchbar sich nicht ergeben: ao pflegt 
man mit folgender« zwar nicht so einfachen, doch 
brauchbaren Zerlegung sich au begnügen. 

Lehrsatz' samt Beweis. 

5.17. Sey _= — _ ao kann 

Z _ g + 6x _ g" . , %" 

^W— (x~.f)^ — (x--.f)^ '^ r^::ri 

mit conatanten %' und §'' gefunden werden« 
Denn es wird dazu nur erfordert, 
dafa Z = g + 6x = 8' + g" (x-0 ««7, bei al- 
len Werthen des x; folglich auch bei dem einseift 
\irerthe x rr f ; wodurch wir zuvörderst erhalten, data 
xisf 
Z = g + 6 X = g' + g" . o r: 5' aeyn mnfs. 

Da nun ferner, wenn die drei Auadrücke 
Z = g + 6x =.g' 4- g" (X— bei allen Wer- 
tken ihrea varUnderlichen x sich gleich bleibend 
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%9yt\ sollen 9 auch ihre drei Diftereniialquotiencaa 

-p =r B ~ S'' einander gleich bleibend %ty^ mft«* 

8en: so nsüsseii sie auch bei dem einzelen Wertbe 
X n f einander gleich bleibend seyn; uiufs alsa 
x=f 

dZ 
8" rr T- = b levn. Daher hiemit 
^ dx 

( 

Zusatz. 

< .« lim id±L±jLi! - s' , r . r 

$••8- ^'» (x-f;^ - -(iPp + OKi^^rri 
mit Constanten g', g" und §'" zu hajben, mufs 

») rt + 6 X -f ex = S'-f r (x-0+8"'(^^0* •^r«t 

bei allen Werthen des x; müssen 

also auch s) die ersten Difterentialquotienten 

6 + 2cx = r -h «r'C'^-o 

und auch 3) die «weiten Difterentialquotienten 

2C rr 2 g'" einander gleich bleibend 
seyn. bei allen Werthen des. x« Folglich auch bei 
dem einzelen Werthe x zz f ; wodurch nun 

I) g' = a + bf + Cff 

ö) g" n b + ficf 

und 3) g'"rr C bestimmt wird. 

zu haben, mufs 1) v 

.« + bx + cx» + I)x3 =g' + g"(x-f)+g'"(x-f)^ +g""(x-f)^ *«7n. 
bei allen Werthen des x; woraus sogleich folgt, 
dafs auch die ersten , und alle folgenden DiftereniiaU 
quotienten dieser beiden Gleichungsseiten einander 
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gleich bleibend seyn müssen; das i$t 

3) ac -{- a.3.J>x =: 2 §'" + s . 3 . g/r(x— f) 

bei allen Werthen des x; folglich auch bei jedem 
einzelen. Möchte man nun unter den einzelen Wer- 
then wählen, welchen man wollte, so hätte man dann 
4 Gleichungen zwischen lauter constanten gegebnen 
Gröfsen; wodurch also auch die vier § als consunte 
Gröfsen beistimmt werden. 

Eine ziemlich bequem^ Bestimmung dieser vier 
Gröfsen würde man allerdings schön erhalten» wenn 
man den einzelen Werth x ~ o ergriffe, wozu übri- 
gens das Gesetz der Stetigkeit auch berechtigen wür- 
de« Weit bequemer aber fällt die Bestimmung aus, 
W^n wir X rz: f wählen; weil wir dadurch sogleich 

1) a + 6f+ cff+ Dfffm §' 
s) b + flcf+ 3bff= S' 

3) c + sHrr §' 

4) i — S"" erhalten. 

$• 19« Besoüderf aus diesem letzten Beispiele 
erhellet nun hinreichend, wie man jedes 

N ~ K^-ly '^ 4(^-0' Oh5^"*^ -^ Cx-T-ty-« "»"••; X- f 

mit lauter constanten § finden könne ; allemal vor- 
ausgesetzt, dafs auch Z eine ganze rationale Fun- 
ction des X, und auPs höchste nur ein x^~~^ enthal- 
tend sey. Dafs in solchem 

Z — a + 6x -f cx^ -f- Dx^ ...* + rx^-» einige 
der Coefficienten auch ~ o gegeben seyn , und da- 
durch einige der § ebenfalls n sich ergeben kön* 
n«en, vertriebt sich von selbst. 



»// 
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Aufgabe. 

$« 20. Für jedes acht gebrochene und 

rationale rr =z 

N 

^i.F.G.H L.M — ^1 \F"f'G+H**+L"'"Mi 

jeden conatanteh Zähler g, ®i j^ n« •• w» zu 

finden» vorausgesetzt, dafs Frrx— f» 

G rr X — g u, s. w« lauter einsame Factoren 

N 
des — sind, auch dergleichen Factor nicht 

etwa auch ein Factor des Zählers Z sey. 

Auflösung. 

R rz G.H...L.M, also das Product aus allen resti-- 
renden Factoren aufser F bedeutet , folglich X ei- 
ne Tationale Function des x vom (m— i)ten Gra- 
de ausmacht; und das zur hergesetzten Gleichung 
geforderte constante g ist gefunden, wenn man ein 
coDstantes § anzugeben weifs, welches 
Z r^ SR + XF gibt, bei jedem Werthe des ver- 
änderlichen x; also auch bei x ~ f • 

X=:f X=f xnf x=:f X=f Xrf xsE 

Da nun Zz:g.R + X,F = 5.R + X.ong^R 

. X m f 

sejm mufs, so mub S — C u J ^^y^« 

Z u s a t z^ 

1 N 
%^ 22» Allerdings kann nun R ~ — • c: durch 

X=f 

Division gefunden» und daraus auf R geschlossen 
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vrerden« Da wir aber nicht das allgemeine R mit 
Teränderlichem x, sondern nur das auf x rr f einge- 

schränkte R zu Avissen nö^hig haben: so können 
wir aus Kapitel XVIII« benutzen • dafs dieses 

^5^ 1 dN dN ; dx ^ , , 

R ~ — .-TTT :r: • und demnach 

/t« clr [A 

X = f 
Z 



8 = '^-(d3rrd7)»^>^""^^^^' 



z 



Eben so mufs @ — ♦'^^C dN « ' d ) ®^^"* '^•••vr» • 
Daher wir nun wissen • dafs 



Z3f V H X ~=r g 



Z (Z:dN;dx) , (Z:dN:dx) , Z:dN:dx , 
N x — fc ' X — g ' ^ — h * 

seyn mufs. 

S €f i s- p i. e L\ 
, §. ßj. Sey - = 6 3,3 Jy^u ^ - ^ gegeben , i,nd 
man habe gefanden, dafs x rz i der eine^ x n — 

der andere, und x n der dritte Vernullungs- 

3 

werth des N — 6(xr— i)(x — 5)(x-|-7) »ey: so bat 

dN 
ntan •-— ~ lÄx* — i4x, und demnach 
dx ^ 

2 '53 



öx^— 7x-'4-i X— X SC" — 3) öCx+i) 
welche» auch =r -^ p^? 1 ^ 



und vollkummcn richtig ist. 
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Anmerkung^ 

§. 04. In der Aufgabe §. 20. ist voransgeietert 
dafij der Zähler Z und der Nenner N, irgend einen 
gemeinschaftlichen Factor nicht mehr haben sollen. 
Gesetzt indessen, es sey uns unbemerlit dergleichen 
zurück geblieben: so wird die Zerlegung nach ^, si» 
dennocb richtig gefunden werden. Wäre a, B. det 
Factor H zz x — h auch im Z vorbanden: so würde 

X =: h 

fich der partielle Zähler JJ ~^ ■■^/. J offenbar rr o 

ergeben müssen. 

Wenn aber in dem Nenner N irgend ein Factor' 
F rr X — f, einmal oder zweimal u. s. w. enthalten 
wäre: so %vijrde sich einmal oder zweimal u. a. w» 
ein partieller Zähler unendlich grofs ergeben, und' 
deshalb eine andere Zerlegung zu ergreifen seyn. £§ 
ist hinreichend, in dieser Hinsicht das folgende Bei« 
spiel vorzunehmen, dessen Nenner drei einander glei- 
che F. zwei einander gleiche G, und übrigens lauter 
eipsame Faktoren enthält. 

Z>usatz zur vorigen Aufgabe und 
\ Auflösung» 

$• ^5» W^i^i^ ^^ einem rationalen und 

Z 

acht gebrochenen :r^, der Nenner 

N = /x.FFFGGHlK wäre: so würde man 

ü:^- s:+r+r+®i+®:+:i+3+^ mit 

M — F3 ^ F^ ^ F ^ ü^ ^ G ^ H ^ I ^ K 
lauter constaoten Zählern finden Itönnen« 

Denn jeder von den Zählern J^, 3, jt. welcher 
einem einsamen Factor zugehört, ist wie in §• sa. 
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also j^ rT' Z:dN: dx, und 2| "^ Z$dN:dx . u. s. w. 
zu finden. 

Um aber die Zähler §'. g" und g"' für den ku- 
bificben Factor F^ — (x — f)^ zu finden « denken wir 

™" '* • N — Fä + F + T" + R «"S"«*^'« 

aho R rr ~^ — GG.HIK bedeutend: so werden 

r r r 
wir gar leicht durchsehen, dafs dieser Ansatz durch 
drei constante g sich sichtig gewähren mufs» Denn 
es wrd dazu erfordert, 

. dafs Z rr (S' + g"F + g'"FF)R -j- F^X sey, bei 
allen Wertben des veränderlichen x* Wenn aber 
dieses Statt finden soll, so müssen zweitens auch 
die ersten DifFerentialquotienten, und drittens auch 
die zweiten Differentialquotienten dieses Ansatzes 
einander gleich bleiben bei allen Werthen des x; also 
auch bei dem Werthe x n f* 

x=f xnf 
Da nun bei diesem x rr f sich F n, x — f zr o 

ergibt» und dadurch viele Glieder in den drei Glei- 

dF dx 
chungen sich vernuUen müssen, auch — — -p n: i ist, 

und die drei g', g" und g'" als constante Gröfsen 
gefordert werden : so werden uns nun folgende drei 
sehr bequeme Gleichungen eingeliefert. \ 



1) Z — S'.R.- 



\ 
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Dafs also nach und nach 



. X , ■ — r i 

fanden werden. (Und wenn der Factor F viermal 
im N vorkäme: so würde» um auch g^^ zu Enden, 

X rr f 

. ^ ,^ dddZ ^ 

noch 4) -T — :; — r- asu benutzen eeyn.) 

Für den quadratischen Factor GG ~ (x — g)^ 
wird eben «o 



•>«•=! 



e 



"' «" = E (s - 8' ^) 8"-ä»- 



Demnach haben wir nun 



tlie sämtlicben § und Q alt constante Zähler ge- 
funden. 

Für da. übrige ^ = * 4. ä + | kann jeder 
Zähler nach §« 22« gefunden werden« 

Z. B. für H — X— h, bat man ^ — i* Cgjf:^ J » 
u* »♦ w. 
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Beispitl. 

gegeben (dessen N also auch rr 

fl(x— i)3(3x + zz (x-i)^, (ax — ö)*(3x + i) Mt): 
80 wird dieses N dreimal nach einander darch 
X n 1» und einmal durch x ~ «^ f vernalU» 

Z ' s 4- x* 
Wir haben nun 6 ^r = 7 rrr — ttn 5 ^«* 

wenn wir die im vorigen §. für §', g", und §'" ge- 
fundenen Formeln auf dieses Beispiel einschränken, 
in welchem R =r x 4*^ ein einstiger einsamer Fa* 

, , dR dx , ddR ., 

Clor ist, der also -r— ~ -j- — i und -; — ^ ~o gibt: 

dyi ax dx dx " 

so haben wir: 






8' = (|)=^=^=» 

/ 

Da nun für den einsamen Factor R rr x -]-. ^, 
dessen Vernullungswerth r genannt, r ~ — • -^ ist» 
der ihm zugehörige pattielle Nenner 

x m r X . . zz -^ i 

SÄ — ^ — 2 + X3 _ ' 



dN : dx 54^^ — 48x^ + 04X 

n: — — - 16t: so haben wir 



24 _ 48 _ £4 3Ö4 

ß? 9 3 



Zerleßung gtbrochener FunetiontU. I4l 

jj„„ 2: _ ' J 9 ■ 9 , _Ü!_ _ 51 > 

_»J 3 3 39 53 \ 

~8l(x-i/ 4(x-i)* i6(x-i) 96(3x4-0/'. 



and -v^irklich =r 



6(x-03(x4-^) 



$. S7« Wenn ein einfacher Factor F — x — f 
einen unmöglKhen Vernullungswerth x n f bat: so 

ist auch der ihm zugehörige Zerlegung^bruch. — H_ 

dieser Unmöglichlieit unterworfen. Wenn nun vop 
Bwei unmöglichen Faktoren des N , der eiaa 
F m X — a — i , der andere G rr x — a -}- i i«t: 
sa ist ihr Product FGnx^ — fiax-j-a^ — i* ein 
quadratischer Factor mit möglieben Coefficienten 
— fia, -^ ^h und — ii« Auch Jäfst sich darthan, 

dafs dann die Summe § ^ _. :;^ — IIL nalt möz- 

F ' G h Q ^ 

liehen Coefficienten A und B ist. 

Ueberdies aber kann man, wenn im gegebenen 

Z . 

^ der Nenner N einen quadratischen Factor 

8 -|- (5x -f- €x^ hat, dessen einfache Facioren un- 
möglich seyn würden, sogleich 

Z A + Bx.X .. ... 

rr — ■ > ' — i-T=-^ + TT ansetzen, und A und B 

nach obiger Methode finden. 

Mehr über die unmöglichen Factoren und ihren, 
Gebrauch in der Integralrechnung werden wir anfüh- 
ren , wo eogleich dieser Gebrauch zu zeigen ist« 
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Siebenundzwanzigstes CapiteL 

Einige Functionen vermittelst ihrer Differential- 
quotientcn in Reihen zu zerlegen^ 



Erklärung. 

$. 1* Durch U wollen "Wir den Wertb angedeu« 
tet wiesen» welchen die Function U erhält, wenn 
man statt jedea u in ihr ein b geschrieben fordert« 

x=:o 
Am häufigsten wird U gebraucht , das n der 

Function U ver nullt gefordert werden. Nächst* 

u=i 
dem auch U ; wodurch das n der Function auf den 

Werth zz. i eingeschränkt wird. 

Am bequemsten wird bisweilen die verlangte 
Einschränkung des u , über einem Gleichungszei- 
chen , bisweilen auch ein für allemal über einer gan- 
zen Säule oder Zeile geschriej)en ; wie es ebenfalls 
ans den nächsten Beispielen; oder dox:h den nach«, 
her folgenden Anwendungen erhellen wird. 

Beispiel i. Sey U n (a + u)*f bo ist 

uno u — o 

U = (a -f. u)« a^ 

du 

-r— z: Ufa -t- xxy^^ zz na«-* 
du X I ^ 

- — -- — n*n— i,(a4-u)tt-a ZZ n*n— i.a**-« ; indem 

man leicht sieht, dafs das u = o für die drei un- 
ter ihm stehenden Ausdrücke gelten soll. . 



Cap. XXVII. Functionen in Reihen zu zerlegen. 143 

Beispiel s. Sey U zr u — i, so iat 

(um) 
U rr u — 1 ' 1 — 1=0 

(u - I) 

Femer ü* n (a — 1)* -=: 0.0 

du (a =: 1) 

ferner flU r— — ^(^ — ^) == fi*o 
du 



Partieller Lehrsat^. 

$• 3« Sej U eine Function des u, welche 

u=o 

es wolle, nur dafs kein -r-^ (keiner von 

ihfen Differentialquotienten bei vernull- 
tem u) etwas unendlich grofses gebe: so 
unfs 

ürro X r= o xrrzto 

it—Tt^ , du , d^U , . d3U 3 
* i.du * 1,2, du-* " 1,2.3. du^ 

seyn, und ist hiermit 

ü= a + S5 *u-t- € .u^^ 2) .u3+... 
gefunden, nämlich U«in eine Reihe zer- 
legt, die nach ganzen bejahten Dignitäten 
des u fortgeht, und deren Coef ficienten 
lauter von u unabhängige, also insofern 
constante, und auch lauter endliche Grö- 
fsen sind; womit gar wohl besteht, dafs 
einige derselben sich n: o ergeben mögen. 

JB e w e i S0 

$• 3* Kann und soll es angenommen werden, 
dafs es eine solche Reihe gibt, also 
U = 8 4- aju 4- €u« + 2>u^ +♦.. gesetzt wer- 
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den hönne : so mufs 

auch r— =: X.55 + ö€.u + s2)u» -f.4€a^-f ..-. 

du ■ • » . 

^ auch g^ Z3=rzzr 26-|-fi,35Da4-3.4Cu*-f •... 
*"^^ dTu"^ ======== ß.32> + fl.3.4€u -]« .... 

u. 8. \v. bei allen Werthen des u,- folglich, 

nach dem Gesetze der Stetigkeit , auch bei u zi o 

se}^n; inufd also unter der schon geforderten Bedin- 

d^U t 

gung, dafs kein -. — für u rr a etwas uneildlich 

grofses gebe, nicht 

nur U — 81 + 5B,o4-€»o,o4-!D.o.o.o + S.o.o«o.o-f-b 

sondern 

auch — zznzzSB + aC.o -|-3!D.o.o-j-4€.o*o.o + o 

d^ü 
auch T~ä" 2S + 2.32),o+3.4S ,0. o -{- 

auch^-^ == ö.32> + 2.3,4€.o 4- der- 

gcstalt seyn, dafs keines von denen mit o, oder 0.0, 
oder o.o.o, u. s. w. faciorirten Gliedern etwas an- 
ders, als n: o zu geben vermag: weil ja weder dessen 
etwaniges 9^, rK)ch S. oder 35, ti* s. w. ein IJnend- 
licbgrofses geben kann; indem ja sonst, wenn zuhl 
Beispiel ^ etwas unendlich grofses seyn sollte» 

d'U 
auch -; — ~ S.3© 4- u- 8. w. unendlich grofs sich 

du' ^ • . c- 

ergeben müfste, gegen die Bedingung des Lehr* 
satses* 

Uebrigens sehen wir auch hier die hypothetisch 
benutzte Reihe, durch ihre Benutzung selbst, als 
wirklich vorhanden gerechtfertigt; indem ja der £r- 
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folg ^t beweiset, dafs ihre sämmtlichen Coefficien- 
ten, Hf f&f £» u. 9. w. nach und nach tich ergeben 
müotien« 



N 



Beispiel 



§.4, Sey Ur:(a+u)« 

• du , , , 

so ist --— rr nra + a)"-« 

du N I / 

^j^r=:n.n-i.(a + u)n-2 
-r-7 n:n.n-i.n-fi.(a+«)"~^ 



u. »♦ w. 



Folgi 



ti~o 
f lieh Ü rr a" ' 

^U _ n „^ 
a 1 



d^ü 



y ♦ n-t 



an— a 



i.2,du^ ~ 1.2 
d^ü n.n-i.n-ö. 



Ü. 8» W» 



a«-5 



Vermöge de« Lehrsatzes also 



1 ^ n n,n— 1 ^ _ n.n— i.n—2. _ * 

(a+u)" = a" + - a"-» u + a'*-« u*4— — ^a«-5 a'+. 

1 1,2 1.2.3 



••• 



Anmerkung* 

§. 5» Diese gewöhnliche Binomialreihe ist von 
uns allerdings in ihrer ganzen Allgemeinheit schon 
vor der Diflferentialrechnung erwiesen gefordert» 
(Vorerinner. V. §. s.) Ehe man dergleichen bündige 
elementarische Beweise gefunden hatte , war es we- 
sentlich beachtungswerth , dafs man vermittelst der 
Difterentialqnotienten selbst» ihre Allgemeinheit .er« 
weisen kann. 

Indem man nämlich das Binomialtheorem 

(a + b)' = a'^ + r^a^-ib + IiilLia^-^b« + ♦... 

blofs für ganse bejahte Exponenten r erwiesen 
fordert, wie es leicht zu erweisi^n ist: so wird dar« 
aus durch die Schlüsse VI« £• i/äuch 

10 
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cl . x^ 
I)' der .Differentialquotient — ^ — rz rx^-* nur für al- 
le ganze bejahte Zahlen r gefolgert. 

Ganz unabhängig vom Binomialtheorem iat nun 

schon in VI« §« 66* es 

--. . j r d.XY __ dX , -_ dY 

' II) erwiesen, daU — - — ~ Y -; h X -r- seyn 

^ * dx dx * dx "^ 

mufs; und diese beiden Sätze reichen hin, um bün* 

d ♦ x^ 
dig darzuthun , dafs auch — ^ — ZZ nx"""* seyn mufs, 

für jeden Wtfrth .des n. 

Denn i) sey n — — t welcher bejahte Bruch 

es wolle , so Icann man daför verlangen , dafs er 
durch ganze bejahte Zahlen p und q ausgedrückt 

p 
sey« Da nun x^ =:: z gesetzt ^ uns xp = z^ gibt: so 

folgt aus I) dafs 

, , , - dz p xP~* - 

pxP-« dx — qz«"-*dz- also auch -r— ~ -. 1 das ist, 

^ ^ * dx q z<i-* 

d.x?- p xP-» p xP^' p P.-» -. 

■^-r-^ — — • — 7 — ^ — ^ • ZI - xq seyn muis« 

Ferner a) sey n n — -f so haben wir, dafs 

x^ rz z gesetzt, i ZI z , Xq seyn muls , also 
d.z.x|"ZI d. 1 ZI o 

durch II) also auch x|-. dz -f- z^ d. x|- ZI p. Durch 
den schon erwiesenen Satz 

i) also xq dz-|-z.— xq * dx ZI 0, folglich 



dz p ,, .^dz PPrj 

-T- — — 25. *--x-"^, das ist :t- ZZ — - x~r""'f das i 
dx ^ ^ Sl 

d.x-2- 



ist 



dx 



• ZI — - X q '• 
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Da nun hiermit die Richtigkeit des ersten -Dijffe- 

d . x"^ 
rentialquotienten --^ — — nx'*"-^ für alle bejahte und 

verfieinte, auch gebrochenem Werthe des n, (blglfch 
auch für jed^n irrationalen, und -algebraisch unmög- 
lichen Werth des n 9 erwic^sen. ist; der zweite Diffe- 
rentialquotient des x^ aber ein erst je r der Function 
nx^-^i ist/ u. s* w.: so ist eben dadurch auch die 
Form der höhern Differentialquotienten» welche im 
Beispiel i. §• 4* gebr9ucht werden 9 und somit das 
Binomialtheorem für jedes n erwiesen , auch wenn 
es elementarisch erwiesen nur für n n: r vorausge« 

setzt wird. 

Beispiel fi. 

^ 1 jy. 6u Allg^einer sey U = X'^ und X eine Fon* 

. . ^ ». . • 

xr:o 

. d'X"* 

ction von x, welche es wolle« nur daCs.keijQ .. ^ 

' dx'f 

sich unendlich grofs ergebe: so kann man.» in dem 

partiellen Lehrsatze u rr x gesetzt, 

für X«^ = 21 + S5x + gx^ 4-2)x3\f €x4+.,.. 

die Coef&cienten % S3» €» u. s. w. allemal finden » als 

u=o , X ' ' " : o 

a = ü —— X 

du - dx 

d^U 1 / V, d^X ,* ^^^ /'dXVl 

« = ^d^^.-r^^'-^sF+^-'^-^^^'^'^-fc; I 

fi.jdu^ 6 I dx^ • dx dx* 

+ n.n-i.n-a.X«-5(g)'J 

_ d*U 1 f _„,a«X ,vn«r^Xd'X Vd?XN«n 



10 



\ . 



148' Cap, XXFII. Functionen 

). 7. Auf Xrra-h 6x4-cx»-f-öx3 angewandt, 

x~o 

bat man -^ zz. i-^-acx+Sfcx», also j- r: 6 

gjy= »c + 8,3>x, aUo^j^rrac 

a»x ^ , d^X ^ 

55^=fl.3>, also ^^-a. 3b 

Demnach ^ zz «^ und iB r: n . a"~* ( 

€ = na»-» ( + ^i^— a"-« a» 

' 1.8 

JE> =i na*-» » + 2:^^2zl: <,.-. j.ac + "•""*""°' a»-« 6» 

i.a ' 1.2.3 

«= na*»-*.o+i^J^a-*/6.8b + c»| 

• $. 8* Für X — » + «X + iSx^ -f 7X» 
bat man a » ( » C » D 

Sl r: 1 und S5 = n^ 

C = n.o + !ll^ (...y + iS») 

^ 1.2.3 •'»'^ ^ .1 •Ä.3*4 
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5. 9. Wäre die Stammgröfse X nicht viorglicd* 
ri^« wie in §. 7. und (J. Q gegeben, sondern nur das 
tfinomische 

(a + 6x-|-cx^)n=:3l + SBx+€x^+2)x3-f €x4 4- 

zu finden verlangt, 60 hat man in den Werthen dct 
Coefficieuten, wie sie in §» 7» angegeben aind, bloh 
die Glieder wegzulassen, welche i) zum Factor haben» 

In der neuern Analyse wird ea häufig benutzt, 
dafs jedes (a -f- frx -j- cx^)" auch 

(6 C N"* 
i -] X -| x^ j ist, also die trinömiscbe 

Stammgröfae auch der Form i -{- «x -{' ßx^ Xanil 
unterworfen werden , wofür man die Coefficientea 
31 f ^1 (£••••• auch sogleich aus §. 8* abnehmen 
l^ann , indem man nur das 7 des dortigen viergliedri* 
gen X für = o zu achten braucht. 

Auch nur eines viergliedrigen X werden wir für 
unsere Anwendungen des höheren Calculs niemals 
bedürfen ; daher es uns nicht nöthig ist, auch für eiu 
5gliedriges, Ggliedriges, und sogar für ein unbe- 
stimmt vielgliedriges (polynomisches) X die Coeffi- 
cienten wirklich zu finden. 



Beispiel 3. 

§. 10. Sey IT zr »in arc z, also U eine transcen- 
dent(.* Function des Bogens z, und man verlangt 
den Sinus durch die Bogenlänge z ausgedrückt zu 
wissen: so wir4 aus IX. §. 35. benutzt» dafs 



• 
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vnx für U =1 sin z 

du 
dz 

d^ü 



haben 



ZI cos 2 



femer 



dz* 

dHJ 

dz3 

d^ü 
dz 4 

d'U 



=~6in 2 



=- cos 2 



~ sin z 



f 2 = 

flieh U rz sin o ZI o 

du 

—T- zz cos — 1 
1 dz* 

d* U sin o 

i.s.dz* 1,2 



— cos z 



d^ü _ 



cos o 



i.2.3.dz^ 1.2.3 
d'^ U sin o 



i.2.3,4dz4 1.2,34 
d' ü coso 



1.2,3 

n o 



dz' i.2.3.4.5da' "^i-2»34.5"" 1.11,3.4.5 

u. s. w. Folg/j u. 8. w. 

Vermöge des Lehrsatzes also 



sin z 



Z3 

z 4 



Z5 Z^ 2^ 



1.2.3 1.2.3.4.5 i^2...6.7 1,2 8*9 



♦ «♦ 



Auf dieselbe Weise läfst sich nun auch 



9 



cos Z ZT l -i 



1.2 i.2*3.4 1.2.34,5.6 i.2..,6.7.8 



• ♦♦ 



finden, indem man für U =z cos z benutzt , daCs 



dU - . - -. , d^ ü 

_ = -smz. folglich .5^ 

IT ein z, folglich -j-t' — 



da^ 



dz^ 



= — - cosz , folglich 



cosz ist, u. 8« w« 



Aus diesen beiden Reihen läfst sich dann 

z* 2,^ z* 

sin vers ~(i — cosz)~ — — ^ -| — ^ 

^ ^ 1.8 1.2*34 i.a.34*5*6 

desgleichen 

COS vers z s (i-sin z) = 1-z + 



• «• 



1.2.3 i.2*3,445 i,2*.,5,6,7 
sogleich folgern. Waa aber die Reihen 
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, z^, fiz* 17 a^ - 62 z' _ 

Uns z ~ z ^ *f + -— - + , +• • ♦ und 

^ * 1.3 1.3,5 »-S-S-TS i*3-5-7»9r3 

i z z^ ß z' z^ 

cot Z ^.. — "■"• "~~ ~* 'f ~* — — — ^— ^— — —————— — , ^ , , 

z 1-3 i^S'S-S »-S-S^T^S'S »•3.5»7-9«5 

betrifft: so würden sie uns hier wegen der vielen 
Glieder, in welche sich ihre höheren DifFeVentialen 
zerlegen« ziemliche Arbeit machen» Weniger müh- 
sam Könnten sie späterhin durch den Integral - Caicul 
gefunden werden« Da indessen die beiden Reihen 
für sinus und eosinus so vorzüglich einfach und con- 
vergent sich ergeben haben: so pflegt man meisten« 
jener beiden sich zu bedienen, welches wegen 

tanszrr , auch in Hinsicht der Secante wegin 

° cos » ° 

sec IT 1 ti. s» w. meistens gut geschehen kann« 

cos z o w 

Uebrigens sind die Reihen für sin z und cos z auch 
schon in XV» §« 22 und S3, zwar ebenfalls vermit- 
telst der Differentialquotienten, doch auf eine andere 
Weise gefunden« 



Beispiel^ 

5, 11« Sey U rr arc sin x , so ist des partiellen^ 
Lehrsatzes 1/ z: z m arc sin x, und das u des Lehr« 
Satzes ist der Sinus x in Capitel IX,; also auch 
n=:o x=o u=o x=o 

du dz . ddü ddz , ^ . . \ ^ 

T- — j- öJ^d —-Z zz -r—x ; daher wir m den dort 
du dx du* du* ' 

schon gefundenen DilFerentialquotienten ihr x rz o 

zu setzen, und aus dem Lehrsätze sogleich auf die 

Reihe 

arc sm X zr X + -^ ^^-^^ !"••♦♦♦ »u 

schliefsen haben. 
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Ebrn «o kann für ü rz arr tangx, mit Rpmir«ting 
Her nach IX. §, 55, gehörig zu lincleiuldi DilVVcen- 
tialquotienten, durch den Lehrsau sogleich auf die 
lleihe 

x^ x' 

arc tang xm x — — +-^ 1-..». geschlossen 

3 6 

werden« 

Anmerkung» 

$. 12, Das Verfahren nach dem vorigen von nair 
sogenannten partiellen Lehrsätze ist schon lange von 
den Analysten gebraucht, und nur etwa mit beson- 
derer Deutlichkeit von mir dargestellt un>] erwiesen 
vi'orden. Der folgi?ncle allgemeine Lehrsatz aber, 
welcher den partiellen mit umfalst, ist meines Wis- 
sens neu. Wegen des darin gebrauchten e will ich 
doch « einiger Leser wegen , ausdrücklich an X« 
$• 15. erinnern« dafs nämlich e nicht etwa gerade 
die Basis der natiirlichen Logarithmen bedeuten solle« 

All gemeiner Lehr s atz. 

§. 13. Sey Ui eine Function von u, wel- 
che «i wolle, so mufs 



u=:e u ~zz e ^n e 

' i.du dH 1.2. du-* dH-* 



^1 e u — e 

, d3U du3 „3 dtü dur * 

+ T:i3^"^'dri^ ■^TX5...r.du^'dIF"'^- 

und U zz 8l4.SB,H + €.H^ + 2),H3, + 3{.Hr + ... 

seyn, als eine Reihe mit endlichen und 
Constanten (von u un abhäifi gigen) Coeffi- 
cienten 21. 95« €••• sich ergeben, wenn 
man zur JIül fsfiin ction H irgend eine 

\ 
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Von denen Functionen des a j[e wählt hat, 
w e<l c h e 

u=:e u=e 

i) uns H r= o, folglich auch H'^ = o gibt; 

u II d \v e n n m a n 

2) für e eine von denen GröPscn ge- 

n=cs 

wähblt hat, bei welcher nict Yu« följg- 



dH 



line 



(«lU N* 
— j sich unendli^b, 

grofö, auch 
nzze 

3) kein -^-7 unendlich groft aich ergibt,' . 



du' 



Beweis. 



$. 14« Kann und soll 
U — H + g5H + €H* + SDH^ ... + 91H' leya 
b^i allen Werthen det u» so mufa 

auch ^^ = i.SB + a€H + 3.©H»... + r.StH'-» 

* ■ " * 
• ■ 

d^ü 
auch Tjn i>2,g + 2.3. ©H... + r.i.r.giH»-* 

. d^ü ^ «%.« • 

und überhaupt 

d^^U 

-TTT^ — i.a.3...r-i .r.9{+i.a.3...r.r+i .©.H-J-— «cyti, 

bei allen Werthen des u» also auch bei n =r e. 

u=e une ur=e u=:e u=:e 
Folglich U =: 2t + 25H + SH» -f ^H^4^... 

Ürre 

u. dieses murs U = 9( geben , weil ja für u =1 e je«> 

11 
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des H rermöge der isten Bedingung sich vemollt; 

▼ermöge der sten nnd 3ten Bedingung aber kein 

einziger Coefficient 9t sich unendlich grofs 

d'^ü d^ü du* 

ergeben kann, indem ja jedes -ttt^ auch rr T~r- ^rj? 

ist; das r aber jede bejahte ganze Zahl» also aufser 
jeder schon abgereihten r = it rz 29 =3 
u« 8. w» auch jede noch folgende ganze Zahl , 
bedeutet. 

Demnach ist man nun für jeden Coefficienten« 
bis zu welchem hin man die Differentialquotientea 
bereits benutzt hat, gewifs, dafs er 

durch -jYj- ~ i,2.3 r-i.r.gif auf das völlig- 

8te bestimmt wird; indem ja jedes etwa noch fol« 
gende Glied desselben, wegen des in ihm noch vor- 
handenen Factors H oder H^ u. s* w« sich vernul« 
len mufs. 

$• 15« Dieser allgemeine Lehrsatz schliefst den 
obigen partiellen mit in sich, indem jener ein sol- 
ches U9 eine solche Function des u voraussetzt^ wel« 

* use 

che- selbst schon ein H n o ausmacht, und für 

e n o gewählt, dann auch den übrigen beiden Be- 
dingungen des allgemeinen Lehrsatzes Genüge leistet.- 
Wo dergleichen U gegeben ist , da wird man sich 
zuvörderst allerdings des einfacheren partiellen Lehr* 
satzes am liebsten bedienen. Sollte man aber da- 
durch keine erwünschte Reihe finden, oder sollte 
man überhaupt noch mehre andere Reihen verlan- 
gen : so wird man allemal auch nach dem allgemei- 
nen Lehrsatze verfahren können. 

Ueberhaupt aber wird uns die mehrfache An- 
wendung desselben ganz vorzüglich dadurch erleich- 
tert werden, wenn wir ihn auf einige pftmala 
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brauchbare Hülfsfunctionen H im voraus uni 
eingeschränkt haben« 

Die besonderen dadurch erreichten Reihen- For- 
men » nnd ihre Anwendung auf einige schwierige 
'Functionen, will ich zur Integralrechnung auch 
defsbalb verschieben , weil es bei Abreibung einiger 
gebrochenen Functionen theoretisch und practisch 
nützlich ist , auch mit den Integrirungsregeln schon 
bekannt zu seyn» 



Ob ich TTohl daran getban habe » manche Anwendung 
der DifFerentialrechnungy z, B. auf die Behandlung der hö- 
heren algebraischen Gleichungen » auf die schwierigen Ei- 
genschaften der höheren Curven, u. s. w. hier nicht beizu- 
bringen» wird man erst beurtheilen können , wenn man auch 
diejenige angewandte Mathematik vor Augen hat, um wel- 
cher willen ich dieses Lehrbuch des reinen Jnfinitesimal- 
^Calculs voranschicken mufste* Wenn z« B» die Evolvente des 
Kreises in der Maschinenlehre bei Zahn und Getriebe ge- 
braucht wird: so ist es das xathsamste diese Evolution so- 
gleich der dortigen Absicht gemäls vorzutragen» 



Dresden, gedruckt bei Carl Gottlob Gärtner. 
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